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Partiel

1. Les lois Gamma de parameétres p > 0 (forme) et A > 0 (intensité) sont définies par leur densité sur R
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Dans cet exercice, on considére le modele formé par les lois Gamma et leur translatées ol la loi de parametre 6 = (p, A, u)?,
i € R est définie par sa densité sur [u, o)
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L’espace des parameétres est © =]0,00)? x R.
(a) (1Y% points) & Le modele est-il dominé ? exponentiel ? identifiable ?
(b) (3 points) & Calculer I'espérance, la variance de la loi définie par f, x .. Calculer E, \ , (X — p)* pour k entier
et £ =Epul(X —EpruX)?/ (Varp,hu(X))2~
(¢) €5 Supposant p connue, proposer un estimateur de p, A a partir d’un n échantillon.
Préciser
i. (1 point) si votre estimateur est sans biais,
ii. (1 point) s’il définit une famille consistante,
iii. (1 point) s’il définit une famille asymptotiquement normale (donner éventuellement la covariance
asymptotique).
(d) % Supposant p =1 mais u, A inconnues,
i. (2 points) Proposer un estimateur au maximum de vraisemblance ﬁn,xn de p, A & partir d'un n
échantillon. Est-il toujours défini ? unique ?
ii. (2 points) Quelle est la loi de fi,, — p?
(2 points) Quelle est la loi limite de /7n(A, — A) ?
iv. (1 point) Covariance de ﬁn,:\\n ?
(2 points) Proposer une région de confiance de taux de couverture asymptotique 1 — o pour (s, A)

(e) #e# Supposant maintenant p = 2, mais p, A toujours inconnues,
i. (2 points) étudier lexistence, 'unicité de I'estimateur au maximum de vraisemblance.

ii. (1 point) proposer un estimateur (fi,, A,) construit & partir de la moyenne et de la variance empirique.
Etudier sa consistance.
iii. (1 point) Si vous pensez que l'estimateur de la question précédente est asymptotiquement normal préciser
la matrice de covariance asymptotique.
(f) (1 point) se# On suppose maintenant que p, A, u sont inconnues. Proposer une famille d’estimateurs
asymptotiquement normale pour (p, A, pt) (il n’est pas demandé de calculer explicitement la covariance
asymptotique).



2. Dans cet exercice, la loi du couple (X,Y) paramétrée par (¢,0,0) € © =]0,1[xRx]0, 00) est définie comme suit :

X ~ Rademacher de parametre g
Y — 60X ~ N(0,0%) indépendante de X

Une variable de Rademacher de parametre ¢ prend la valeur 1 avec probabilité ¢, la valeur —1 avec probabilité 1 — q.

On observe (X;,Y;)i<n, n tirages indépendants selon la loi (inconnue) de (X,Y).
(a) (1 point) @ S’agit d’un modeéle dominé, exponentiel (en changeant évantuellement le paramétrage),

identifiable ?
(b) (1 point) % Peut-on définir un estimateur au maximum de vraisemblance dans ce modele ?

(¢) (2 points) # Construire une région de confiance de niveau de couverture asymptotique 1 — «, pour (g, 0, o).
(d) (2 points) s Proposer un test de niveau « €]0, 1] pour distinguer ’hypothése nulle § = 0 contre 1’alternative
6 > 0.

3. Dans cet exercice, 61,...,0; € R? et ¢ > 0 sont inconnus. On observe pour chaque ¢ < d, n; tirages indépendants
Xity.., Xin, selon N(6;,02). On notera n = 2?21 Ny Xpi = 2;1:1 Xij/ni.
(a) (2 points) & Proposer un estimateur de o2 de 0. Préciser la loi de cet estimateur. Proposer un intervalle de

confiance de taux de couverture 1 — a pour 2.

(b) (2 points) © Proposer un estimateur 6 = (0y,...,04)7, et pour chaque i < d, proposer un intervalle de
confiance de taux de couverture 1 — a pour 6;

(c) (2 points) # Proposer une région de confiance de taux de couverture 1 — a pour le vecteur (6, ...,04)%.

(d) (3 points) # On veut maintenant tester ’hypothese nulle 6 = 65 ... = 04, contre 1alternative

3,4 < d,0; # 0. Proposer un test de niveau a.
(e) (1Y points) # Proposer un test de niveau « pour tester '’hypothése nulle #; = 05 contre 'alternative 6 > 65.

4. Dans cet exercice (X,Y)! ~ N (u, K) avec

2
H= (,uw> et K = ( T pcrxzay)
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On observe ((X;,Y;)")i<, n tirages indépendants selon A (u, K). On veut estimer le coefficient de corrélation p.
(a) €5 On veut ajuster a ces données un modele linéaire de la forme Y =a+ X +nZ ot a, € R 1 > 0, et Z est
aléatoire, centrée, de variance 1 et indépendante de X.
i. (1 point) Si on veut minimiser le critere

E (Y—a—ﬁX)z}

quel est le meilleur choix possible pour «, 87 (on suppose ici p et K connus).
ii. (1 point) Si on choisit «, 8 comme dans la réponse a la question précédente, que peut-on dire de la la loi
de Z7
(b) s Pour traiter un échantillon ((X;,Y;)i<,) collecté par tirages i.i.d. selon N (x, K), on ajuste une régression de
Y par rapport a X par la méthode des moindre carrés. On note a,ﬁ, 7 les estimateurs de «, 8,7. On note r le
coefficient de corrélation empirique. On note S? = Y"1 | (Y; — @ — X;)? la somme des carrés des résidus et
SZ2=35" (Xi —X,)? (S2/n est la variance empirique des X;).
i. (1 point) Montrer que
BS, o

S V1—r2
ii. (1 point) Quelle est la loi de v/'n — Qﬁ (conditionnellement a X1, ..., X,) lorsque p =07

iii. (1 point) Proposer un test pour distinguer I’hypothése nulle p = 0 contre lalternative p > 0.
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