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1. CLASSIFICATION

Les définitions utilisées ici sont tirées du chapitre 9 des notes de cours.
(a) vc-dimension.

i. Soit X = {0,1}" (le n-cube discret). On définit sur X 'opération ® : x @y = > 1" | z;y;
mod 2. Les fonctions parités (ou fonctions de Walsh sont définies par y.,(z) = (—1)*®%).
Quelle est la dimension de Vapnik-Chervonenkis de ’ensemble des parties définies par
{xw :w e {0,1}"}?

ii. Soit X = RY, soit C la classe des parallélépipedes rectangles dont les cotés sont paralleles aux
axes. Quelle est la dimension de Vapnik-Chervonenkis de C ?

iii. se Soit X = R?, soit C la classe des boules euclidiennes dans X'. Quelle est la dimension de
Vapnik-Chervonenkis de C 7

iv. Montrer que les polyedres convexes ont une dimension de Vapnik-Chervonenkis infinie dans
R2.

Avec les notations des notes de cours, on suppose que P-p.s. |n(z)| = 1, ce qui signifie que (P-p.s.) Iétiquette
Y est déterminée par X et que pour le classifieur bayésien f*, L(f*) = 0 et L,(f*) = 0 (p.s.). On suppose
que la classe F de classifieurs sur laquelle on effectue la minimisation du risque empirique est finie et contient
le classifieur bayésien. Note f,, un minimisant du risque empirique pris dans F.

(b) Montrer que

~ log |F|+1
BlL () < L

2. ESTIMATION DE DENSITE

On s’intéresse a une méthode simple et utile : I'estimation de densité par histogrammes. On s’intéresse aux
densités a support sur [0,1]. Dans la suite X1,...,X,, ~iiqa. f ou f est la densité & estimer. On suppose que

1
1913 = [ flePde <oc
0
On se donne une suite croissante de points 2o =0 < 21 < ... < zp =1 (1 < D € N). On définit 'estimateur

fn par

o) = Fa(z5) = Fa(zj-1)

siz € (zj— i
2 — 251 1 (2j-1,7%]

(a) Pour j =1,...,D, on note p; = f;j_l f(z)dz. Calculer Efn(x), et Var(ﬁl(x)) lorsque = € (zj_1, 2]

(b) Calculer le MISE :

el () Foyias



(c) Vérifier que si || flloo < M < o0,
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MPZD 45— proj 12

|| () - Fora] <

ou Proj f est la projection orthogonale de f sur le sous espace vectoriel des fonctions constantes
sur les intervalles (z;_1, 2;].

(d) On suppose & partir de maintenant, que z; — z;_1 = 1/D (intervalles réguliers), montrer que

D—-1
n

1
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Est-ce une amélioration ?
(e) Supposer f continue sur [0, 1]. On laisse D,, dépendre de n, avec D,, — oo mais D,,/n — 0.
Montrer que

1
E {/ (f(x) — fn)2d$:| —0 quandn —0.
0
(f) Supposer en plus f, L-Lipschitzienne, montrer que :
1 2
~ D,—1 L
2 n

n

Comment choisir D,, (si on sait que la densité a estimer est L-Lipschitzienne) ?
3. TESTS NON-PARAMETRIQUES

Soit F, la fonction de répartition d’une loi absolument continue sur R. On définit la statistique T;, par

Tn(21, ... wn) = Vnsup [Fy(y) — Fo(x) = (F(y) — F(x))].

<y

On veut construire un test d’adéquation a F' avec une procédure de décision de la forme

rejet de X1,..., X, ~iia F siT, >T1
acceptation de Xq,..., X, ~ia F siT, <71
(a) Montrer que si X1,...,X, ~iiq F, laloi de T, est libre de F.
(b) Montrer que si X1,...,Xp %iia F, Tn converge en probabilité vers +oc.

(¢) Montrer que si X1,..., X, ~iiq4 F, E[T,] < % pour une constante x > 0.

BAYESIEN

On se place dans un cadre d’inférence bayésienne. Les parameétres 6 a valeur dans © sont tirés selon une loi
a priori II. de densité m par rapport & une mesure o-finie v. Les lois Py sont de densité p(- | ) par rapport
a une dominante p. On résume cette situation par le diagramme :

0~ 11 dIl = ndv
X1,y X | 0~ PP dPy = p(] 0)dp.

4. (a) Caractériser (par exemple en donnant leurs densités) les lois a posteriori de 0 | X; et 0 | X1, Xo.

(b) Mountrer que II(- | X1, X3), la loi a posteriori sachant X7, X5 coincide avec la loi a posteriori
IT'(- | X2) si la priori IT'() est la loi a posteriori II(- | X7).
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(¢) Etendre & n observations : montrer que II(- | X1, Xs, ..., X,,) coincide avec la loi a posteriori
IT'(- | X,) si la priori IT'() est la loi a posteriori II(- | X1,..., Xp,)-

(d) L’ordre du conditionnement 6 | X1, ..., X, est il important ?
(e) On note P¥ laloi de X3, ..., X,, définie par

PRA} = [ PE(aanc)
)
pour A € B(R™). Montrer que la loi P¥ est invariante par permutation.

On précise maintenant © = R?, 0 = (01,0,)7, et

X|0~N<91;02,1> g ~II

avec IT de densité 2h(61 + 02)h(61 — 62), h > 0, et [ h(u)du = 1. On note

0 +0,
2

0 —6,
==

Z1 Z2

(a) Loi de z = (21,22)7, loi de 2.
(b) Densité a posteriori de 6 | X. Densité a posteriori de z | X
(¢c) Densité de 2o | X.
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