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PROBLEMES D’INFERENCE STATISTIQUE

1.1 OBJECTIFS

Ce premier cours introduit autour d’un exemple élémentaire les principaux thémes de la statistique
dite inférentielle (qu’on distingue de la statistique dite descriptive). Ces trois themes, I'estimation ponc-
tuelle, la construction de régions de confiance et la construction de procédures de décision (les tests),
suppose un effort préalable de modélisation stochastique. Sur I’exemple élémentaire, on peut mener ce
travail de modélisation. Cela nous conduit a une premiere formulation de ce qu’est une expérience ou
un modele statistique. Dans le cadre le plus simple, une expérience statistique est une collection de lois
de probabilités. On observe une ou des réalisations d’une de ces lois (sans savoir a laquelle on a affaire).
On cherche a estimer, inférer des propriétés de cette loi, peut étre pour prendre une décision. Nous
passerons en revue des définitions qui nous seront utiles pendant toute la suite du cours (statistique,
estimateur, biais, risque, ...) et surtout nous verrons a cette occasion comment les théorémes limites du
calcul des probabilités, loi des grands nombres, théoréme central limite, nous guident dans la construc-
tion et la justification des méthodes d’estimation et de décision. Nous verrons aussi que ces théoremes
limites sont complétés par des résultats non-asymptotiques appelés inégalités de concentration. Nous
terminerons ce cours par une premiere version du résultat fondateur de la thérie des tests, le lemme de
Neyman et Pearson.

1.2 UN PROBLEME JOUET, TROIS QUESTIONS

On s’appréte a jouer a pile ou face avec une piece de monnaie. Mais on soupgonne que cette piéce n’est
pas parfaitement équilibrée, que la probabilité d’obtenir « face » (#) n’est pas 1/2. Avant de jouer avec un
adversaire, on veut estimer cette probabilité # ou encore le ratio /(1 —6). Pour estimer cette probabilité
durant un jeu futur (et peut étre ajuster une stratégie), on réalise n lancers aléatoires indépendants.
On note les résultats x1,xs, ..., x,. Ces résultats constituent « les données » ou I’« échantillon ». On
construit a partir de ces données une « estimation » 0, de 0, cette estimation est une fonction des
données, pas de l'estimande 6 qui reste inconnue. On espere que 6,, sera proche de 6. Nous avons affaire
la & un probleme d’« estimation ponctuelle ».

Le résultat d’une estimation ponctuelle est une valeur. Savoir que cette valeur est probablement
proche de 'estimande est satisfaisant mais d’un intérét limité. Pour envisager I’avenir, il est plus utile
de construire un intervalle de confiance, c’est-a-dire deux fonctions des données 8,,, 0,, telles qu’avec une
forte probabilité, ’estimande 6 appartient a l'intervalle aléatoire

[Qn(zl, cey Tp), On (e, ... ,xn)} =:[0,,60x].

Ce probléme est celui de la construction de régions de confiance. 1l faut réaliser un bon compromis entre
la précision de I'intervalle de confiance 8,, — 0,, et la probabilité de couverture, c’est a dire la probabilité
que 6 € [6,,,0,].

Enfin on peut se poser un probleme de « décision ». Si par exemple, on est prét a jouer avec une
piéce biaisée en faveur de « face », mais pas avec une piece biaisée en faveur de « pile », comment
décider & partir des données si on est prét a jouer ou non (comment décider entre ’hypothese 8 > 1/2

et 'hypothése 6 < 1/2)? C’est le probléeme des « tests ».
1.3 QUELQUES DEFINITIONS : EXPERIENCE STATISTIQUE, ECHANTILLON, STATISTIQUE, ESTIMATEUR

La notion d’« expérience statistique » est une formalisation dans le langage du calcul des probabilités
du jeu que nous venons d’évoquer.

Au départ, on dispose d’un espace probabilisable (2, F) (l'univers et une tribu de parties). Ici
Q = {pile, face} et F = 2. C’est en général plus riche, avec Q = R? et F les boréliens de R?. On peut
aussi rencontrer des situations ot  est un espace de fonctions (statistique des processus), le choix de
la tribu n’est plus tout a fait évident.

Sur cet espace probabilisable, on considere un ensemble de lois de probabilités P. Chaque loi de P est
susceptible de régir le phénomene que le statisticien cherche a étudier. Dans le cadre du probleme jouet
de la section précédente, on peut choisir P comme ’ensemble de lois non-dégénérées sur {pile, face} (la
probabilité d’obtenir « face » 6 €]0, 1]).



On peut munir P d’un « systéme de coordonnées », d'une paramétrisation, c’est a dire d’une fonction
d’un ensemble © (souvent une partie de R¢) dans P. On note génériquement Py 1’élément de P associé
a 0. Dans le cas de notre probléme jouet, nous avons implicitement paramétrisé les lois de Bernoulli par
les probabilités de succes. Une paramétrisation est un choix de convenance.

Une paramétrisation est dite identifiable si 0 £ 0’ = Py # Py.

Dans notre probléme jouet, les paramétrisations (par la probabilité de « face », par le ratio des
probabilités « face »/« pile », ou son logarithme) sont identifiables. L’identifiabilité est une proprié-
té désirable mais ce n’est pas indispensable (les modeéles de « mélange » sont utiles mais rarement
identifiables).

Il est possible que le statisticien n’ait pas directement acceés aux réalisations des tirages selon P (la
loi de la nature), c’est & dire aux éléments de . Par exemple, lorsque 2 est un espace de fonctions (les
trajectoires d’un processus), il est sans doute trop couteux d’observer l'infinité de points qui forment
la trajectoire, on se contente d’observer la trajectoire périodiquement, on « échantillonne ». Pour
formaliser ce genre de situations, on ajoute & I'expérience un espace d’observations X' (muni d’une tribu
G) et une fonction X : Q@ — X qu’on suppose G/F mesurable. Toute loi P € P définit une loi image
Po X1 Au lieu d’observer w € €2, on observe r = X (w).

Une expérience statistique générale est donc définie par (2, F,P,0,X,G, X). Dans les situations
dites canoniques, 2 = X et X =1d.

Dans ce cours, nous nous concentrons sur les expériences dites produit, construites a partir de répé-
titions indépendantes d’une expérience de base. Ces expériences sont de la forme (2", 0 (X7 F), Py 1=
{P®", P eP},0O,X"0(xIG),X).

On dit que z; est la réalisation de X; (variable aléatoire). La loi jointe de Xi,..., X, est une loi
produit de la forme (P o X ~1)®" pour § € © : pour By,...,B, € G,

PP (Ui {Xi € B;}) = HPG{Xi € B;}.
i=1

On parle d’ezpérience échantillonnée. Trés souvent, on se contente de rappeler (Py, 0 € ©), le reste étant
sous-entendu. Par exemple, dans notre probléme jouet, (By, 8 €]0,1[) ot By est la loi de Bernoulli de
probabilité de succes 6.

Toute fonction mesurable sur l'espace des observations (X™) définit ce qu’on nomme une statistique.

ExEMPLE 1.1 La moyenne empirique
_ 1 &
Xn = E .i - T,

la variance empirique

i=1
sont des statistiques. Dans le langage des statistiques descriptives, la moyenne empirique décrit la localisation
de I’échantillon, la variance empirique décrit la dispersion.

Un estimateur n’est qu’une statistique censée estimer une caractéristique (inconnue) de la loi incon-
nue qui sous-tend 1’échantillonage.

Par exemple, dans notre probléme jouet, on peut chercher & estimer Pp{Face} = 6, par X, en
utilisant la convention X (Face) =1 =1 — X (Pile).

Attention : un estimateur est une fonction de 1’échantillon, et non pas une fonction de la loi de
léchantillonnage. La loi de I'estimateur dépend (en général) de la loi de 1’échantillonnage.

Quand le parametre & estimer s’appelle 6,4, ..., on utilise souvent le raccourci 9 ou tz)\n, zzn, ... pour
désigner l'estimateur (plutdt que 0(Xq,...,X,) ou ¥(Xq,...,X,)).

Un estimateur est une variable aléatoire. On peut visualiser ses fluctuations a l’aide de maintes
techniques graphiques comme les histogrammes, voir Figure [L.3.
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F1a. 1.1 : Histogramme d’un échantillon de 1000 estimations obtenues a partir de 1000 échantillons de
taille 1000 de tirages de Bernoulli de probabilité de succes 6 = .4.

1.4 PROPRIETES DES ESTIMATEURS

La plupart des expériences/modeles statistiques que nous rencontrerons dans ce cours, seront de
nature paramétrique, autrement dit indexés par des parties de R%. Dans de nombreux développements
des statistiques, par exemple en estimation de densité, on travaille sur des modeles plus riches qui
n’admettent pas de paramétrisation « naturelle » par une partie d’un espace euclidien de dimension
finie. On parle pourtant de parametre d’une distribution pour désigner ce qui devrait plutot s’appeler
une fonctionnelle. Par exemple, la moyenne, la covariance d’'une distribution sur R¢ sont des parameétres
de cette distribution. Les quantiles, 'asymétrie, la kurtosis sont d’autres parametres.

DEFINITION 1.2 (BIAIS) Soit 9(P) un paramétre a estimer, et 1& un estimateur, on appelle biais (ou
biais moyen) sous la loi P de l'estimateur 1, la quantité

Ep b -] .

C’est I’écart entre la valeur moyenne de 0 et la valeur visée 6.
L’estimateur est dit sans biais s’il est de biais nul.

EXEMPLE 1.3 Si on se place dans le modele binomial et qu’on cherche & estimer la probabilité de succes 6, la
fréquence empirique des succeés est un estimateur sans biais de 6 (la fréquence empirique d’un événement est
toujours un estimateur sans biais de la probabilité de cet événement).

En revanche, on peut vérifier qu’il n’existe pas d’estimateur sans biais de 1/0 ou de 6/(1 — 0).

EXEMPLE 1.4 Si ¢(P) désigne la variance de la loi P sur R, la variance empirique S? définie plus haut est un

estimateur biaisé de ¢(P) :
n—1

Ep [$%] = Er [(X —-EpX)?*] .

DEFINITION 1.5 (RISQUE QUADRATIQUE) Soit 1 une paramétre a estimer, et ) un estimateur, on
appelle écart quadratique moyen sous la loi P de I'estimateur v la quantité

Ep [(6-v)?].

3



EXEMPLE 1.6 Dans le cas du probléme jouet, le risque quadratique de I’estimateur X,, de @ n’est autre que la
variance de ’estimateur :

B (X, -0)] = =0

La décomposition biais-variance du risque quadratique est une relation pythagoricienne.

Ep 16— 0)?] = Varpli] + (Brl] - )
Zegr By

variance . .
carré du biais

La dépendance du risque quadratique vis a vis de la taille de 1’échantillon est une question importante
en statistique mathématique. Elle concerne la vitesse d’estimation (pour une suite d’expériences donnée,
quelles sont les meilleures vitesses envisageables, et comment les obtenir ?).

Pour introduire la notion de consistance d’une suite d’estimateurs, nous aurons besoin des notions
de convergence en probabilité et de convergence presque siire.

DEFINITION 1.7 Une suite de variables aléatoires X, & valeurs dans R*, vivant sur un espace probabilisé
(92, F,IP) converge en probabilité vers une variable aléatoire X & valeurs dans IR¥, vivant sur cet espace
probabilisé si et seulement si, pour tout € > 0

lmP{| X, — X|| > ¢} =0.

DEFINITION 1.8 (CONSISTANCE) Dans une suite d’expériences statistiques échantillonnées, une suite
d’estimateurs (6,,) est consistante (pour lestimation de ) si

V0 € ©,Ve > 0, lim P {||5— 0| > e} =0 (convergence en probabilité).
n
La suite est fortement consistante si

Vo € ©,Ve > 0, PN {liTILn 16— 6| = 0} =1 (convergence presque siire).

Pour notre probléme jouet, la suite d’estimateurs (X,,) est fortement consistante pour 1’estimation
de 6 (loi forte des grands nombres). On peut aussi vérifier que la suite (X, /(1 — X,,)) est fortement
consistante pour I'estimation de /(1 — 6).

Ces suites d’estimateurs répondent aux questions d’estimation ponctuelle. On peut toutefois se
demander s’il s’agit des meilleures réponses possibles. On peut par exemple se demander s’il n’y a pas
d’information inexploitée dans I’échantillon. On peut se rassurer en remarquant que pour tout

Pylzy,...,an} = 6"n(1—6)"0-Xn)

_ (&)nx (1-6)"

= exp (an log <&> —nlog(1l — 0)) ,

H >'¢ = n .
Po{xl,...,xn |Yn} _ TLXE—#ZZ):W
nX,

autrement dit que conditionnellement a X, la probabilité de 1’échantillon ne dépend pas de 6 (est

« libre de @ »). Dans ce modele jouet, X,, est une statistique suffisante ou exhaustive.

et que donc

1.5 INTERVALLES DE CONFIANCE

DEFINITION 1.9 (INTERVALLE DE NIVEAU DE CONFIANCE 1 — a) Lorsque P'espace des paramétres ©
est inclus dans R, un intervalle de niveau de confiance 1 — « (a0 €]0,1[) est un couple de statistiques
0,,0, telles que

Vo € O, PP {0€0,,0,)} >1—a.

4



Il ne faut jamais perdre de vue que l'intervalle de confiance est une statistique, il doit étre calculable a
partir des données accessibles au statisticien (I’échantillon, y compris sa taille, «, le cadre de 'expérience
statistique).

Il n’est pas toujours évident de construire un intervalle de niveau de confiance exactement 1 — a.
On est trés souvent amené & proposer des solutions trés conservatrices (des intervalles trop larges). En
revanche, le calcul des probabilités nous fournit des constructions assez simples d’intervalles de niveau
de confiance asymptotique prescrit.

DEFINITION 1.10 (INTERVALLE DE NIVEAU DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE 1 — «) Lorsque l'espace
des paramétres © est inclus dans R, un intervalle de niveau de confiance asymptotique 1 —« (« €]0, 1[)

est un couple de statistiques 0,,, 6,, telles que

Vo € O, limPQ@m{HE[Qn,gn]}zl—a.
Construction naive

Si les X; sont des variables de Bernoulli indépendantes et si Z = > " ; X; alors l'inégalité de

Chebychev implique
P{|ZEZ| > ,/”} <a.
4o

On en déduit un intervalle de niveau de confiance 1 — o« :

~ [ 1 ~ /1
0—+/—,0 — .
[ dna’ + dna ]
Si on cherche a évaluer le taux de couverture de 'IC déduit de I'inégalité de Bienaymée-Chebychev
lorsque la taille de I’échantillon n’est que N = 1000, en visant un niveau de confiance 1 —« avec a = .25,

on constate que ce taux évalué a partir de 1000 essais est largement supérieur au taux de couverture
ciblé. Cet intervalle manque définitivement de précision.

Construction asymptotique

Dans cette section nous ne considérons que des probabilités sur IR. Celles-ci sont complétement
caractérisées par leur fonction de répartition. Les livres d’introduction aux probabilités contiennent
souvent la définition suivante.

DEFINITION 1.11 Une suite (P,)nen de probabilités sur R (de fonctions de répartition (F),)nen)
converge étroitement /faiblement vers une loi de probabilité P de fonction de répartition F si et seule-
ment si, pour tout x ou F est continue, on a

lirlln F,(z)=F(x).

La situation des points ot F' est discontinue est la suivante.

PROPOSITION 1.12 Si une suite de fonctions de répartition (Fy,)nen converge simplement vers une
fonction de répartition F en tout point de continuité de F, alors en tout x de R

limsup F,,(x) < F(z).

Convention : Pour a €]0,1[, on note z, le quantile d’ordre 1 — « de la gaussienne centrée réduite
(standard),
C’est la solution de I’équation en x :

1 Cetly o ()
— o= u =: x).
/oo V 27T

5




Dans la suite du texte, on utilise la notation ~» pour désigner la convergence en loi/distribution.
Le théoréme central limite dans sa version la plus simple (De Moivre-Laplace) nous indique que si
les 6,, sont distribués selon PQ‘X’”7

N

m(@;—@) ~ N(0,1),

ce qui se traduit (entre autres) par la convergence simple des fonctions de répartitions, soit pour tout

a €]0,1]
, . Vn ~ U G
hinsz’ {9(1 5 (On — 0) < a} =1-«.

Le lemme de Slutsky (voir Appendice @), et le fait que é\n /0 converge en probabilité vers 1 lorsque
n — oo, permet d’écrire pour tout « €]0, 1],

#(@1—9

limPg@"
" 0, (1 —0,)

)gza =1—-«.

Cela conduit a proposer 'intervalle de niveau de confiance asymptotique 1 — « :

~ 0,(1—0,) ~
en_za/2 ¥59n+za/2

Un raffinement du théoréme central limite, le théoréme de Berry-Esseen (voir Appendice @), nous
indique que le niveau de confiance est 1 — o + O(1/y/n).

Intervalle non-asymptotique construit a partir de l’inégalité de Hoeffding

L’inégalité de Hoeffding est la plus simple des inégalités exponentielles qui fournissent des bornes
non-asymptotiques sur les probabilités de queue des sommes de variables aléatoires indépendantes.

LEMME 1.13 (LEMME DE HOEFFDING) Si X est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans
[a,b], alors pour tout A > 0,
AMX-EX) >\2(b _ a)2

logE
og Ee g

PREUVE. Sans perdre en généralité, on suppose X centrée (au pire cela revient a translater I'intervalle
[a, b], ce qui ne change pas sa longueur). On note @ la loi (implicite) de la variable aléatoire X . Observons
d’abord que la variance de toute variable aléatoire qui prend ses valeurs dans [a,b] est majorée par
(b — a)? /4. Considérons maintenant la fonction F' de A définie par

F(\) = log Ege™X .
Et notons @, la loi de densité exp (Ax — F'(\)) par rapport & Q. On vérifie que
F'(\) =Eqg, X et F"(X\) = varg, (X) .

Comme @) est absolument continue par rapport a @, sous @y, X est a valeur dans [a, b], et donc

32
Fl/()\) S (b a‘) .
4
On peut intégrer cette inégalité différentielle en notant au passage que F'(0) = F’(0) = 0, et vérifier

A2(b—a)?
F(\) < —



LEMME 1.14 (INEGALITE DE HOEFFDING) Si les (X;);<n sont des variables aléatoires indépen-
dantes a valeur dans [a;,b;] et si Z =Y. X; alors pour tout t > 0

22

P{Z>EZ+t} <e Zimati—ed?

PREUVE. La preuve se réduit a une invocation de l'inégalité de Markov exponentielle et du lemme de
Hoeffding. O
Si les X; sont des variables de Bernoulli indépendantes et si Z = > I | X; alors l'inégalité de

Hoeffding implique
log(2
P{|ZEZ| > nogéﬁw)} <a.

On en déduit un intervalle de niveau de confiance 1 — o« :

Dans toutes ces constructions on retrouve deux ingrédients, I'intervalle est d’une largeur proportion-
nelle & /1/n et & un facteur qui dépend du niveau de couverture recherché. Plus nos renseignements
sur les fluctuations de X,, autour de son espérance sont précis, plus petit est 'intervalle de confiance.

Construction calculatoire

Dans cette section, on note gb(a,n,8) le quantile d’ordre « de la loi binomiale de parameétres n, 0
(cela correspond & la fonction gbinom() de R). On définit la région empirique

{0’ s qb(a/2,m,0") < nb,, < qb(1 — a/2,n,9’)}

Cette région est un intervalle. On peut le vérifier a 'aide d’un argument de domination stochastique :
si0< 0 <0 <1etsiF,g, F,e désignent les fonctions de répartition des binomiales de parametres
(n,0) et (n,0"), alors pour tout z

Fn,G/(x) < Fn,O(a:) .

Cette derniere relation se vérifie par un argument de couplage.
La région de confiance est délimitée par

0 =inf{0 : qb(1 — /2, n,0") > nan}

et
0 = sup{¢ : qb(a/2,n,0') < n@\n} .

C’est aussi une région de niveau de confiance 1 — a + O(1/y/n).
1.6 TESTS

Une hypothése est une collection de loi de probabilités. La collection peut étre réduite & une seule
loi, on parle alors d’hypothése simple, sinon on parle d’hypothése composée ou composite.
Ici, on veut tester

1. Hy : 'hypothese nulle, 8 < 6y = .5 contre

2. H;p : lalternative 6 > .5.



Un test binaire est une fonction des données qui vaut 1 (on rejette 'hypothése nulle Hy) ou 0 (on ne
rejette pas Hp). Dans la suite on notera T le test binaire.

On peut se demander pourquoi on emploie ’expression « on ne rejette pas 'hypothese nulle Hy »,
plutot que « on accepte I'hypotheése nulle ». Ce n’est pas par gotit des formes négatives. C’est parce
que dans les usages historiques qui ont conduit a la construction de la notion de test, I’hypothese nulle
et l'alternative ne jouent pas le méme role. L’hypothése nulle correspond a une position conservatrice.
Lorsqu’on procede a des essais cliniques, pour évaluer I'intérét de mettre sur le marché un nouveau
médicament, 'hypothese nulle affirme que ce nouveau traitement ne vaut pas mieux que l’existant,
I’alternative affirme qu’au contraire ce nouveau traitement est meilleur. Ne pas rejeter 'hypothése nulle,
cela ne veut pas dire accepter I'existant pour I’éternité, mais s’y tenir jusqu’a I'apparition d’éléments
nouveaux.

On note Py la collection des lois de probabilité qui définissent I’hypothese nulle et P; la collection
des lois de probabilité qui définissent 1’alternative.

Définition, types d’erreur

De méme que le risque quadratique nous permet de quantifier les performances d’un estimateur, les
notions d’erreur de premiere et de seconde espeéce nous permettent de quantifier les performances d’un
test binaire. Notez qu’il nous faut introduire deux quantités pour quantifier les performances d’un test.

L’erreur de premiére espéce consiste a rejeter Hy a tort lorsque les données sont des tirages selon
une loi appartenant & 'hypothése nulle (les données sont tirées sous ’hypotheése nulle).

L’erreur de seconde espéce consiste a ne pas rejeter Hy a tort lorsque les données sont des tirages
selon une loi appartenant & ’hypothese alternative (les données sont tirées sous l'alternative).

On appelle niveau du test T,

sup P{T =1}
PePy
(le supremum de lerreur de premiere espéce).
On appelle puissance du test T sous P € P; U Py, la probabilité que T rejette Hy sous P :

Br(P) = PT = 1}.

Sous 'alternative, la puissance est le complément a un de 'erreur de seconde espéce.

On veut a la fois un test de petit niveau et de grande puissance sous l'alternative. Ces deux souhaits
sont antagonistes. Dans le cas ol on teste deux hypotheses simples, il existe une méthodologie qui réalise
le meilleur compromis possible.

TESTS DITS DE RAPPORT DE VRAISEMBLANCE On peut associer & chaque 6 €]0, 1] et a4 chaque échan-
tillon z4,...,x,, une vraisemblance qui n’est autre que la probabilité de x4, ..., x, sous PO@” :

9 an
P(;X’"{xl,...7xn}:<19> (1-6)".

DEFINITION 1.15 (TEST DE RAPPORT DE VRAISEMBLANCE ENTRE HYPOTHESES SIMPLES) Un test de
rapport de vraisemblance de H; contre H consiste & comparer le rapport ng"{xh . ,xn}/ngn{xh cey X}
a un seuil, a rejeter Hy si le seuil est dépassé, a ne pas rejeter Hy si le seuil n’est pas dépassé.

Ici, le rapport de vraisemblance est une fonction de X, = Y1 | X;/n = 0, (ce n’est pas du tout
une simple coincidence).

1—6.\" (6.(1—6p)\"""

1— 6 Oo(1 — 67)
Comparer le rapport de vraisemblance a un seuil, c’est ici équivalent a comparer §n a un seuil, a rejeter
Hy lorsque 6,, dépasse le seuil.

Optimalité des tests dits de rapport de vraisemblance



LEMME 1.16 (VERSION PRELIMINAIRE DU LEMME DE NEYMAN-PEARSON) S’il eziste un test de
rapport de vraisemblance Ty de niveau « > 0 et de fonction puissance Br,, alors pour tout test T
de niveau inférieur ou égal d o, la fonction puissance Br de T vérifie

Br(P1) < Br,(Pr).

PREUVE. On note po() et p1() les versions des densités utilisées dans la définition du test Tp. Il existe
une valeur 7 < oo, telle que

Po{po(X)/p1(X) > 7} =0
Et Ty est défini par
To(x) = Lp, (@) /po(a)>.

La preuve du lemme m se réduit alors a :

Br,(P1) — pr(P1) = Ep [To—T]
[p1(X)

= Ep
* Lpo(X)
sur I’événement po(X) = 0,7y = 1, carlerapport

(To — T)_ +Ep, [(To — T)1py(x)=0]

de vraisemblance est infini

-Pl(X)

> Er [ po(X) o= T).
_ (X)) _ - _
= Fa _(po(X) ) T T)} e o =)
b1 (X)
comme (po(X) - T) (To = T) >0,
Z TEPO [TO — T]
> 0.
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Fi1G. 1.2 : Pour une grille de seuils, on évalue niveau et puissance pour différentes tailles d’échantillon
(100, 1000, 5000). Sur un méme graphique on représente la courbe niveau/puissance pour ces trois tailles
d’échantillon (lignes brisées noires). Pour chaque courbe, le meilleur compromis erreur de premieére
espece/erreur de seconde espeéce est la distance ¢; au point (0,1). On constate (sans surprise) que
cette distance diminue lorsque la taille de 1’échantillon augmente. Les compromis optimaux (au sens
de la minimisation de ar(Py) — fr(P1)) peuvent étre visualisés en tragant des paralleles & la diagonale
principale comme la ligne verte, en choisissant comme intercept ’écart maximal entre puissance et
niveau. On observe que les compromis optimaux ne sont pas obtenus en égalisant les erreurs de premiere
et de seconde espéce. Pour les tailles d’échantillons (1000,5000), au compromis optimal, l'erreur de
premieére espece est sensiblement plus importante que I'erreur de seconde espece.

1.7 REFERENCES

Pour une introduction puissante mais d’un formalisme minimal a la modélisation statistique, on
pourra lire Statistical models de FREEDMAN [2] et le volume compagnon [3]. Il s’agit de livres écrits
par un mathématicien engagé, pour un public cultivé mais large. Une discussion critique et érudite de

I'usage de l'inférence statistique dans la vie.
Les ouvrages de LEHMANN et ROMANO [(] LEEMANN et CASELLA [5] constituent toujours une somme

sur les probléemes fondamentaux de la statistique.
L’inégalité de Hoeflding est la plus simple des inégalités de concentration. Voir [{] pour une pers-
pective générale sur le phénomeéne de concentration, [ pour un exposé tourné vers les applications.
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VECTEURS GAUSSIENS

2.1 MOTIVATIONS

Un cours de statistique classique consacre classiquement une lecon aux vecteurs gaussiens. Il y a
plusieurs raisons a cela. La premiere est didactique. Dans les modeles gaussiens les calculs exacts sont
souvent possibles et méme faciles. Beaucoup de questions se réduisent a des problemes d’algebre linéaire.
Cela permet d’illustrer & moindre frais les notions de statistique. Les modéles linéaires gaussiens (voir
lecon B) constituent ainsi la partie facile des modeles lingaires généralisés [4]. Les modeéles gaussiens
sont les plus simples des modeéles exponentiels (voir legon {).

La seconde raison tient au théoréme central limite et aux différents principes d’invariance qui s’y
rattachent. Beaucoup de modeles échantillonnés, lorsque la taille de 1’échantillon tend vers I’infini,
tendent a ressembler a les modeles de translation gaussienne. L’étude de ces comportements limites
fournit une grille de lecture pour les questions de statistiques inférentielles (au moins dans le cas dit
paramétrique). Cette perspective, celle de la théorie de la convergence d’expériences de Le Cam, est
exposée dans [§]. Pour I'aborder il est nécessaire de connaitre quelques résultats de la théorie des vecteurs
gaussiens.

2.2 LOI(S) NORMALE(S)

La densité de la gaussienne centrée réduite (standard) est notée ¢, elle vaut

M)

x

e 2

La fonction de répartition est notée ®, la fonction de survie 1 — ® est notée ®.
xr
d(x) :/ o(u)du .
— 00

On note N(0,1) (espérance 0, variance 1) la loi de probabilité définie par la densité ¢.

0.8

0.6

densité
o
N

0.2+

0.0

0
X
F1G. 2.1 : Densités de N'(0,1), N(0,2) (tirets), N (1,1/4) (pointillés)
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Toute transformation affine d’une gaussienne centrée réduite suit une loi gaussienne. Si X ~ N (0,1)
alors X +pu~N (u, 02) de densité %qb ( “), de fonction de répartition ® (_7“)

o

La loi normale standard est caractérisée par ’identité suivante.

LEMME 2.1 (LEMME DE STEIN) Soit X ~ N(0,1), soit g une fonction absolument continue de
dérivée g telle que E[| X g(X)|] < 00, alors g'(X) est intégrable et

Elg'(X)] = E[Xg(X)].

PREUVE. La preuve consiste en une intégration par partie. On observe d’abord qu’en remplacant g par
g — ¢g(0) on ne modifie ni la dérivée, ni E[X g(X)]. On suppsera donc que g(0) = 0.

BIXg(X)) = [ ag(e)éle)da
_ /O ~ 2g(@)é(w)dz + [ 000 2g(2)d(z)da
[ [ vwmeae [ o [ g
= [T00 [ [ g0 [ asnsaa
= [ o [ sotwasay - | "0 [ vy

00 0
[ dwotay- [ ~gwoway
0 —0o0
[ swotay.
La quatriéme inégalité est justifiée par le théoréme de Tonelli-Fubini. On utilise ensuite ¢'(z) = —z¢p(x).

O
La fonction caractéristique est un outil extraordinaire lorsqu’il s’agit d’étudier les lois gaussiennes
et plus généralement les vecteurs gaussiens.

PROPOSITION 2.2 La fonction caractéristique de N'(u,0?) est

t252

&’(t) — [eztx] — o135

PREUVE. Il suffit de vérifier I’égalité dans le cas N'(0,1). Parce que la densité ¢ est une fonction paire,

[e'e) _a?

() = etr 2 4y
2

oo V2T

= / cos(tx) e\;; dx.
oo T

On dérive sous le signe somme par rapport & ¢ (pourquoi est-ce justifié ?)

22

() = /_oo—msin(tx)e\;;dx.
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On peut maintenant invoquer 'identité de Stein avec g(x) = —sin(tx) et ¢'(x) = —t cos(tzx)

() = —t/oc cos(tx)g(z)dx

— 00

= —td(t).

On a immédiatement ®(0) = 1, et la résolution de I'équation différentielle conduit &

~ t2
log®(t) = ——.
g2(t) =~
O
La fonction qui & une loi associe sa fonction caractéristique est injective. Cela permet d’établir une

réciproque au lemme P.1l.

LEMME 2.3 (LEMME DE STEIN BIS) Si X est une variable aléatoire de loi quelconque telle que
lidentité

Elg'(X)] = E[Xg(X)]
est vérifiée pour toute fonction g dérivable telle que g’ et x — xg(x) sont intégrables alors la loi de
X est normale standard.

PREUVE. Si on considere la partie réelle Fetla partie imaginaire CAT'Ade la fonction caractéristique de
la loi de X, on vérifie & l'aide de l'identité que F'(t) = —tF(t) et G'(t) = —tG(t) avec F(0) = 1 et
G(0) = 0. En intégrant ces deux équations différentielles on obtient F(t) = e /2 et G(t) = 0. On vient
de vérifier que la fonction caractéristique de la loi de X est celle de A(0,1). O

On en déduit immédiatement que la somme de deux gaussiennes indépendantes est une gaussienne.

PROPOSITION 2.4 Si X et Y sont deur variables aléatoires indépendantes de lois N (u,0?) et
N(W',0'?) alors X +Y est une variable aléatoire gaussienne de loi N'(p+ p', 02 + o'?).

La fonction génératrice des moments d’une gaussienne centrée réduite est donnée par :
sX 2
s E[e*] =e7.

Via l'inégalité de Markov, on peut en déduire des majorants intéressants de la fonction de survie.
Un peu de calcul permet d’améliorer ces majorants.

PROPOSITION 2.5 (PROBABILITES DE QUEUE) Pour x > 0,

¢(z) (1 - 1) < &(x) < min (e; QS(”T)) . (2.1)

x T

PREUVE. Essentiellement une intégration par parties
3w = [ et
r) = e zdu
z V2
1 _

u2 o o ]. ]. U2d
= |- e 2z — ——€ 2 du.
{ 2mu ]J: /m Vo u?
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Comme le second terme est négatif, on a :

2mu

Ceci nous donne la partie droite de ’encadrement (@) (Pautre morceau de cette partie droite provient
immédiatement de 'inégalité de Markov et des calculs effectués sur la fonction génératrice des moments).

Pour la partie gauche de (EI) il faut majorer f f—Q e % du.

R T -1 1 _.2]~ 1 3 w2
77677(1'& = |:3 2:| — 77677du
¢ V2mu V2T U z z V2mu
< 1 1 a2
———e z,
- V2l
d
PROPOSITION 2.6 (MOMENTS) Pour une variable gaussienne standard,
0 st k est impair
k
E [X } - { k! = ktl) si k est pair
2F72(kj2)] — 2F/20(k/2+1) paur-
PREUVE. Par symétrie, E [X k] = 0 pour tout k impair. Pour traiter les moments d’ordre pair, on
observe par intégration par parties,
E[X"?] = (k+DE[X"].
D’otu, par récurrence sur k,
k
(2k)!
2k
E [X II 2= 1) ="y
d

On note au passage que (2k)!/(2Fk!) est égal au nombre de partitions de {1,...,2k} en sous-
ensembles a exactement 2 éléments.

L’asymétrie (skewness) est nulle, le kurtosis (ratio du moment centré d’ordre 4 sur le carré de la
variance) vaut 3 :

E[X?] =3 x B[X?)?
2.3 VECTEURS GAUSSIENS

Un vecteur gaussien est une collection de variables aléatoires gaussiennes qui vérifie une propriété
particuliere :

DEFINITION 2.7 Une vecteur aléatoire (X1,...,X,)" est un vecteur gaussien si et seulement si pour
toute collection de réels (A1, A2, ..., \,), laloi de Y i | A\;X; est une loi gaussienne.

Une collection de variables gaussiennes n’est pas toujours un vecteur gaussien ((X,eX) avec X ~
N(0,1), indépendante de € qui vaut +1 avec probabilité 1/2, n’est pas un vecteur gaussien).

Il existe des vecteurs gaussiens! Un moyen simple d’obtenir un vecteur gaussien est fourni par la
proposition suivante (vérifiée par un argument de fonction caractéristique).

PROPOSITION 2.8 57 X1,...,X, est une suite de variables gaussiennes indépendantes, alors
(X1,..., X)) est un vecteur gaussien.

16



Dans la suite, on appellera vecteur gaussien stantard, un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont
indépendantes et dont chaque coordonnée est distribuée selon A (0, 1). Avant de voir comment fabriquer
des vecteurs gaussiens, nous vérifions qu’ils sont caractérisés par leurs espérances et leurs covariances.

On appelle covariance du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,)! la matrice K de dimensions n x n
dont les coefficients sont donnés par :

K[’L,]] = COV(XZ‘, Xj) = E[XZXJ] — E[Xl]E[Xj]

On peut supposer sans perdre en généralité que le vecteur aléatoire X est centré. On vérifie que
pour tout A = (Aq,...,\,)":
var((\, X)) = A'K X\ = trace(KA\")

(ce n’est pas un résultat gaussien).
En effet

var((\, X))

n 2
E (Z )\iXZ)
i=1

= > ERNXX)

i,j=1

= > ANKTL ]
i,j=1

= MK\

On observe que la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X d’espérance u et de covariance K

vaut en \ : ,
oM X) — qr(dm)— 252

Une transformation linéaire d’un vecteur gaussien est un vecteur gaussien.

PROPOSITION 2.9 SiY = (Y1,...,Y,)! est un vecteur gaussien de covariance K et A une matrice
p x n, alors AY est un vecteur gaussien de matrice de covariance

AK A",

PREUVE. Sans perdre en généralité, on suppose Y centré.
Pour tout A € RP, (A, AY) = (A'\Y) , donc AY est gaussien et sa variance est donnée par

MAK AN,

on en déduit la matrice de covariance de AY. O
Pour fabriquer des vecteurs gaussiens de matrice de covariance pas nécessairement diagonale, nous
allons utiliser quelques outils d’analyse matricielle.

DEFINITION 2.10 (MATRICES DEFINIES POSITIVES) Une matrice symétrique M de dimensions k x k est
définie positive (respectivement semi-définie positive) si et seulement si, pour tout vecteur v non nul de
RE,

v'Mv >0 (resp. v'Mov > 0).

On notera DP(k) et SDP(k) les cones des matrices définies positives et semi-définies positives.

ProproOSITION 2.11 Si K est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire, K est symétrique et
semi-définie positive.
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PREUVE. Si X est un vecteur aléatoire & valeur dans R, de covariance K, pour tout vecteur A € R”,
NEX= )" K jAi)j = cov((\, X), (A, X))
1,j<k

soit AKX = var((\, X)). Cette variance est toujours positive ou nulle. O
Cette observation va nous fournir la clé de la construction de vecteurs gaussiens de covariance
arbitraire.

PROPOSITION 2.12 Si A est une matrice symétrique semi-définie positive alors il existe (au moins)
une matrice B telle que A = B*B.

Nous ne vérifions pas immédiatement cette proposition. On peut I’établir a partir du théoreme de
décomposition spectrale des matrices symétriques. On peut aussi I’établir par une démarche constructive
simple : une matrice définie positive K admet une décomposition de Cholesky, autrement dit, il existe
une matrice triangulaire inférieure L telle que K = L x Lt.

On obtient le corollaire suivant en invoquant la formule de calcul des densités des lois image.

PROPOSITION 2.13 Si A est une matrice symétrique définie positive (A € DP(n)), alors la loi du
vecteur gaussien centré de covariance A admet une densité par rapport d la mesure de Lebesgue :

1 . B 2t A
(2m)"/2 det(A)1/2 P 2 )

PREUVE. La formule de densité est trivialement correcte pour les vecteurs gaussiens standards. Pour
le cas général, il suffit d’invoquer la formule de calcul de la densité image et d’appliquer au vecteur
gaussien standard la transformation linéaire définie par le facteur de Cholesky de A. Le déterminant de
ce facteur est la racine carrée du déterminant de A. O

DEFINITION 2.14 ESPACE GAUSSIEN Si (Xi,...,X,)" est un vecteur gaussien centré (de matrice de
covariance K), 'ensemble des variables aléatoires (gaussiennes) de la forme Y 7" | \; X; est appelé espace
gaussien (engendré par (Xi,...,X,)!).

L’espace gaussien est un espace vectoriel (sur R). Si on note (£2, F, P) l'espace probabilisé sur lequel
vit le vecteur gaussien (Xi,...,X,)’, I'espace Gaussien est un sous-espace de L% (2, F, P). Il hérite du
produit intérieur associé a L% (Q, F, P).

Ce produit scalaire est completement défini par la matrice de covariance K du vecteur gaussien. Si
K est définie positive, I'espace est muni d’un produit scalaire :

(Ssegim) = | (Sov)

= ) NNKLL T

Ep

§i'=1
X
= oK |
)\/
AL
= trace | K (X o A
An
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Sur cette expression, on lit la relation entre la matrice de covariance du vecteur utilisé pour définir
lespace gaussien et le produit scalaire (intrinséque) défini sur cet espace gaussien.
Les espaces gaussiens possedent des propriétés remarquables.

PROPOSITION 2.15 Deuz variables aléatoires centrées Z et'Y , éléments d’un espace gaussien, sont
indépendantes si et seulement si elles sont orthogonales (ou décorrélées), c’est-a-dire si et seulement
St

COVP[}/, Z] = EP[YZ] =0.

Sans perdre en généralité, on suppose la matrice de covariance K définie positive.
PREUVE. L’indépendance implique toujours ’orthogonalité.

Sans perdre en généralité on suppose que ’espace gaussien est engendré par une collection de gaus-
siennes indépendantes de variance 1, Xi,..., X, (si ce n’est pas d’emblée le cas, on peut se ramener
a cette situation en utilisant la décomposition de Cholesky de la matrice de covariance). On écrit
Z = Z?:l >\1X7 et Y = Z?:l )\;Xl

Si Z et Y sont orthogonales (ou décorrélées)

n
E[ZY] =) X\ =0.
i=1
Pour montrer que Z et Y sont indépendantes, il suffit de montrer que pour tous p et p’ réels
E [ewzel“/y} =E [e“‘z] x IE [e“‘ly} .

’ . / X
E |:e1,uZez,u Y:| = F |:e1,uzi )\leez,u > )\in:|

n
H el(HA'i+H/>\r/i)X'i‘|

i=1
les X; sont indépendantes. ..

= [IE [etmaox]

= E

i=1
n
= H o~ (HAi+p'X))?/2
i=1
1 n
= exp <—2 ZMZAf + 2up M\, + u’2)\;2>
i=1
orthogonalité
1 n
= exp <—2 Z,uQA? + u’%\’f)
i=1

= E [e’“Z] x E [e’“ly] .

La proposition suivante est une conséquence directe de la précédente.

COROLLAIRE 2.16 Si E et E’' sont deuz sous-espaces vectoriels de l'espace gaussien engendré par le
vecteur de gaussiennes indépendantes X1, . .., X, les variables aléatoires (gaussiennes) appartenant
a Uespace E et les variables aléatoires (gaussiennes) appartenant d lespace E’ sont indépendantes
si et seulement ces deux sous espaces sont orthogonauz.
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2.4 CONVERGENCE DE VECTEURS GAUSSIENS

On rappelle un critere de convergence tres utile.

THEOREME 2.17 (CRITERE DE LEVY-THEOREME DE CONTINUITE) Une suite de lois de proba-
bilités (Pp)nex sur RF converge faiblement vers une probabilité P si et seulement si pour tout

FeRF: . .
Epn [eZ<S’X>] — Ep |:e7'<s’X>:| .

REMARQUE 2.18 Pour chaque 5 € R”, les fonctions Z — cos((5,Z)) et & +— sin((5,Z)) sont des fonctions non
seulement continues et bornées, mais aussi infiniment dérivables. Il est remarquable que la convergence en loi
puisse étre vérifiée sur ce seul ensemble de fonctions.

THEOREME 2.19 (CRITERE DE LEVY-THEOREME DE CONTINUITE-BIS) Une suite de lois de pro-
babilités (P,)nen sur RE converge faiblement vers une loi de probabilité si et seulement si il existe
une fonction f définie sur R, continue en 0, telle que pour tout 5§ € R* :

Ep, [el<§af >} = f(3).

La fonction f est alors la fonction caractéristique d’une loi P (qu’elle définit).

La condition de continuité en 0 de la fonction f est indispensable. Toute fonction caractéristique de
loi de probabilité est continue en 0. La continuité en 0 garantit la tension de la suite de lois.

PROPOSITION 2.20 Une suite de gausiennes multidimensionnelles (vecteurs gaussiens) (X,,) est
définie par une suite (ji,) de R et une suite de matrices semi-définies positives (K,) de dimensions
kxk.Si

limpi, = u
n
IimK, = K
n
ot K est une matrice k x k alors K est une matrice semi-définie positive. La suite (X,), converge

en loi vers une gausienne d’espérance fi et de covariance K (si K est nulle, on interpréte la limite
comme la loi concentrée en ).

2.5 CONDITIONNEMENT GAUSSIEN

Soit (X1,...,X,)! un vecteur gaussien de loi N (u, K) ot K est non-singuliere. La matrice de
covariance K est partitionnée en blocs

ou A est de dimension k x k, 1 < k < n. Notons au passage que A et W sont non-singuliéres.
On s’intéresse a 'espérance conditionnelle de (X1, ..., Xx)! sachant (Xxi1,...,X,) et & la loi condi-
tionnelle de (X1, ..., X)! sachant (Xgi1,...,X,).
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Pour décrire ces deux entités, on utilisera la notion de complément de Schur :
W — BA™'B!

est le complément de Schur de A dans K.

Nous vérifierons que si K est définie positive, alors le complément de Schur de A dans K est une
matrice définie positive.

Nous noterons dans I'énoncé des théorémes A~/ la matrice triangulaire inférieure issue de la
factorisation de Cholesky de A= : A=1 = A=1/2 x (A~1/2)t,

THEOREME 2.21 L’espérance conditionnelle de (Xpi1,...,Xn)t sachant (Xi,...,Xk)t est une
transformation affine de (X1, ..., Xg)t :
X1\ X1 Hk+1 X3 H1
Eff [l =f ¢ | +@A)< || ||
Xn Xk Fin Xk ik
THEOREME 2.22 La loi conditionnelle de (Xyi1,...,Xn)t sachant (X1,...,Xx) est une loi gaus-
sienne dont lespérance est l’espérance conditionnelle et dont la variance est le complément de Schur
de la covariance de (X1, ..., X)! dans la matrice de covariance de (X1, ..., X,)".

REMARQUE 2.23 Nous allons étudier d’emblée la densité conditionnelle, établir qu’elle est gaussienne avec un
minimum de calcul. L’espérance conditionnelle se calculera comme ’espérance sous la loi conditionnelle. Pour
caractériser la densité conditionnelle, nous allons utiliser un argument de représentation en loi (un vecteur
gaussien quelconque est distribué comme l'image d’une vecteur gaussien standard par une transformation affine)
et un résultat d’analyse matricielle qui est au coeur de la factorisation de Cholesky des matrices symétriques
définies positives.

Nous allons invoquer une identité matricielle, qui est a la base de la factorisation de Cholesky, vérifier
que (X1, ..., X,)" est distribué comme la multiplication d’un vecteur gaussien standard par une matrice
triangulaire par blocs, et utiliser des propriétés des lois conditionnelles pour établir a la fois les deux
résultats.

PROPOSITION 2.24 Soit une matrice symétrique définie positive de dimensions n X n

ot A est de dimension k x k, 1 <k <n.
Alors, le complément de Schur de A dans K

W — BA™'B?

est défini positif. Les sous-matrices A et W — BAT'B' admettent chacune une décomposition
de Cholesky A = L1LY, W — BATIB! = LyL% ou Ly, Ly sont triangulaires inférieures, et la
factorisation de Cholesky de K s’écrit :
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On trouvera une preuve de cette proposition dans ’appendice @
PREUVE.[Théoréme @] Sans perdre en généralité, on se contente de vérifier le résultat pour des vecteurs
gaussiens centrés. On peut utiliser la factorisation de Cholesky de la matrice de covariance pour établir
que

X1 ‘ Y1
N Ly 0 «
: B(LY)™11 L,
Xn Y,
ou (Y1,...,Y,)t est un vecteur gaussien standard.

Dans la suite, on suppose que (X71,..., X,)" et (Y1,...,Y,)! vivent sur le méme espace probabilisé.
Comme L est inversible, les tribus engendrées par (X1,...,Xg)! et (Y1,...,Y%)! sont égales. On note
cette tribu G. L’espérance conditionnelle et la loi conditionnelle sachant ces deux tribus coincident aussi.

Xit1 Y Yit1
E 1G] = E|BLOT| s | IG|+E|L| |G
Xn Yy, Y,
Xq Xi
= B(LY) 'Ly | i |=BATH| 1],
Xk Xk
car (Yiy1,...,Y,)! est centré et indépendant de G.
On note au passage que le vecteur des résidus
Xkt1 Xiy1 Yi+1
S 19 =L |
X, X, Y,

est indépendant de G. C’est une particularité gaussienne. Dans le cas de variables de carré intégrable
quelconques, on peut seulement affirmer que les résidus sont orthogonaux a toute variable G-mesurable.

La loi conditionnelle de (Xx41, ..., X,)! sachant (X1, ..., X;)? est la méme que la loi conditionnelle
de
Yy Yi1
B x| o | wmax |
Yk Yn
sachant (Y7,...,Ys)t Comme (Y1,..., V)" = L7Y(X1,..., X%)?, laloi conditionnelle recherchée est une
loi gaussienne d’espérance
X1
BAT x|
Xk
(I'espérance conditionnelle) et de variance Ly x L5 = W — BA™1B. O

EXEMPLE 2.25 Si (X,Y)" est un vecteur gaussien centré avec var(X) = o2, var(Y) = o et cov(X,Y) = po,0y,
la loi conditionnelle de Y sachant X est

N (poy /o= X, 05(1 — pz)) .

La quantité p est appelée coefficient de corrélation linéaire entre X et Y. On vérifie (& laide de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz) que p € [—1, 1].

REMARQUE 2.26 On aborde habituellement ces deux résultats dans ’ordre ou ils sont énoncés. On caractérise
I’espérance conditionnelle en adoptant le point de vue L? : I’espérance conditionnelle du vecteur aléatoire ¥
sachant X est définie comme le meilleur prédicteur du vecteur Y X-mesurable au sens de I'erreur quadratique
(le vecteur aléatoire Z, X-mesurable qui minimise E [||Y — Z|*]).

Pour caractériser cette espérance conditionnelle, on calcule d’abord le meilleur prédicteur affine de (Xii1, ..., Xn)"
a partir de (X1,..., Xx)", qui s’avére étre
Hk+1 X1 238
@A) ]
L, X s
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(si les vecteurs gaussiens sont centrés, le calcul revient & déterminer la matrice P de dimensions (n — k) X k
qui minimise trace(PAP' —2BP")). Il s’agit d’un vecteur gaussien, et on vérifie que le vecteur gaussien dit des
résidus
Xit1 Hkt1 X1 K1
N - Do+ (BATY) x N I
est décorrélé, donc indépendant du prédicteur linéaire. Ceci suffit a garantir que le prédicteur linéaire est la
projection orthogonale de (Xgi1,...,X,)" sur le sous-espace fermé des fonctions (X1, ..., Xx)"-mesurables de
carré intégrable. Et cela démontre que le prédicteur linéaire est ’espérance conditionnelle.
Cette démarche s’appuie sur ’habitude de manipuler I’espérance conditionnelle dans sa définition abstraite.

Le conditionnement décrit ici est un cas particulier de conditionnement linéaire. On peut se donner
X ~ N(0,K) (on suppose le vecteur centré pour alléger calculs et notations, la translation ne change
rien au role des différentes tribus), avec K une matrice définie positive de dimensions n x n, et une
transformation linéaire définie par une matrice H de dimensions m X n qu’on supposera de rang m. On
note Y = HX. En considérant le vecteur gaussien [X* : Y*] de matrice de covariance

et en adaptant le calcul précédent (la matrice de covariance n’est plus définie positive), on peut établir
que la loi conditionnelle de X sachant Y est gaussienne d’espérance

KH'(HKH")™!
et de variance
K-KH'(HKH") 'HK .

La linéarité de l'espérance conditionnelle est une propriété des vecteurs gaussiens et du contionnement
linéaire. Si on conditionne par || X||2, la loi conditionnelle n’est pas gaussienne.

2.6 COMPLEMENTS SUR LES LOIS GAMMA

L’étude de la norme euclidienne des vecteurs gaussiens nous conduira a introduire des lois particu-
lieres, les lois du x2 qui sont des cas particuliers de lois Gamma.

DEFINITION 2.27 Une LOI GAMMA DE PARAMETRE (p, A) avec A € Ry et p € R, est une loi sur R4

de densité 3P
— -1 _—Az
g ,/\(x) =—1,502? le
: L(p) "=
ouT'(p) = [;7 tr~te~tdt.
Le parametre p est appelé parameétre de forme, A est appelé parameétre d’intensité, 1/ est appelé
parametre d’échelle.

Si X ~ Gamma(p, 1) alors 0 X ~ Gamma(p, 1/0) pour o > 0.

REMARQUE 2.28 La fonction I'() interpole la factorielle. On vérifie que pour tout réel p, I'(p 4+ 1) = pI'(p). Sip
est entier, I'(p + 1) = p!

Si X est distribuée selon une loi Gamma de parameétres (p, 1), alors AX est distribuée selon une loi
Gamma de parametres (p, 1/X).

PROPOSITION 2.29 L’espérance d’une loi Gamma de parameétres (p, \) est égale d p/A. La variance
d’une loi Gamma de paramétres (p,\) est égale a p/A\? .

Les lois Gamma possédent une propriété de cloture intéressante.
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PROPOSITION 2.30 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées respective-
ment selon des lois Gamma de paramétres (p, \) et (g, \) alors X +Y est distribuée selon une loi
Gamma de parameétre (p + g, \).

PREUVE. La densité de la loi de X +Y s’écrit comme le produit de convolution des densités g, x et gq,»
qui est une densité de loi de probabilité.

B2t 903@) = [ gl (@ - 2z
R

= [ alg, o - 2
0

NP Y
= / zpfle*)‘z—(x — z)qflefk("“z)dz
0

L'(p) I'(q)
_ L—i_qe—kx zzp—l T — 2 qg—1 P
= g, # e

changement de variable z = zu

_ )\erq ef)\wxp+qfl lupfl —u qg—1 u
= T f) - weta
= T M 1up—1 — W) ldu
= Gp+a( )F(p)l“(q)/o (1 —u) tdu.

On a établi au passage que

1
Blpa) = [ w10
0

- I'(p)l
vérifie B(p,q) = F(f);Jrs;g). O
Les lois Gamma de parameétres (k/2,1/2) pour k € N apparaissent assez souvent pour mériter un

nom particulier : ce sont les lois du x? & k degrés de liberté.

DEFINITION 2.31 [Lor bu CHI-DEUX] La loi du x? a k degrés de liberté (notée x7) a pour densité sur
[0, 00),
22 (F=2) =3

k2T (k/2)

PROPOSITION 2.32 La somme de k carrés de variables gaussiennes indépendantes standard suit
une loi du x? a k degrés de liberté.

PREUVE. D’apres la proposition . Il suffit de dén%ontrer la proposition pour k = 1. Si X est une
gaussienne centrée réduite, la densité de | X| est 2e~*/2/1/27. La transformation x — 2 est bijective
et différentiable sur R*. La dérivée de 'inverse u +— y/u vaut 1/(2y/u). Et la densité de X? vaut donc

1/2
\}(1> Yy 1/2e-ul2.
T\ 2
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2.7 NORMES DE VECTEURS GAUSSIENS CENTRES

La distribution du carré de la norme euclidienne d’un vecteur gaussien centré ne dépend que du
spectre de sa matrice de covariance.

THEOREME 2.33 9i X := (X1, Xo,... ,Xn)t est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
A = LI (avec L triangulaire inférieure), si M est une matrice symétrique semi-définie positive
sur R™, alors la variable aléatoire X' M X est distribuée comme > | NiZ; ot (Ni)ieq1,....ny désigne
la suite des valeurs propres de la matrice L' x M x L et ou les Z; sont des variables indépendantes
distribuées selon une loi x3.

C’est un corollaire d’une propriété importante des vecteurs gaussiens standards : leur loi est inva-
riante par transformation orthogonale (une matrice O est orthogonale ssi OO! = 1d).
PREUVE. La matrice A admet une factorisation A = LL' (par exemple la factorisation de Cholesky),
et X est distribué comme LY ol Y est distribué selon une gaussienne standard N (0, I,,). La forme
quadratique X?'M X est donc distribuée comme Y?L!M LY . Il existe une transformation orthogonale
O telle que L'ML = O!diag(\;)O. Le vecteur OY est distribué selon N (0, I,,) car les lois gaussiennes
standards sont invariantes par transformation orthogonale. O

2.8 NORMES DE VECTEURS GAUSSIENS DECENTRES

La loi du carré de la norme d’un vecteur gaussien général de matrice de covariance o2 Id, ne dépend
que de la norme de I'espérance (et pas de sa direction) et de o2. De plus, cette loi se compare simplement
a celle de la loi du carré de la norme d’un vecteur gaussien centrée de méme covariance.

DEFINITION 2.34 (ORDRE STOCHASTIQUE) Dans un espace probabilisé muni d’une loi IP, une variable
aléatoire réelle X est stochastiquement inférieure a une variable aléatoire réelle Y, si

P{X <Y} =1.
On dit que la loi de Y domine stochastiquement celle de X.

Si X est stochastiquement inférieure a Y et si on note F' et G les fonctions de répartition des lois de X
et Y, alors pour tout € R, F(z) > G(x). Les fonctions quantiles F*, G vérifient F* (p) < G (p)
pour p € (0,1).

Réciproquement.

PROPOSITION 2.35 Si F et G sont deuz fonctions de répartition qui vérifient pour tout © € R
F(z) > G(z) alors il existe un espace probabilisé muni d’une loi P ot deuz variables aléatoires X
et Y de fonctions de répartition F et G vérifient :

P{X<V}=1.

La proposition se démontre par un argument dit de « couplage quantile ».
PREUVE. Il suffit de munir [0, 1] de la loi uniforme, de noter U une variable aléatoire de densité uniforme
sur [0, 1] et de définir X = F<(U) et Y = G*(U), on a alors X (resp. Y) de fonction de répartition F
(resp. G) et
P{X<Y}=P{F-(U)<G"(U)} =1.
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THEOREME 2.36 Si X ~ N (0,0%1d) et Y ~ N (6,021d) avec 6 € R* alors

d
V][> ~ ((21 +110012)% + Z?)
=1

ou les Z; sont i.i.d. N'(0,02).
Par ailleurs, pour tout x > 0,

P <} <P{|X| <2} .

On dit que la loi |Y||?/0? (x* décentrée de paramétre de décentrage ||0]|2/o) domine stochasticque-
ment celle de || X||?/0? (x? centrée).

PREUVE. Le vecteur gaussien Y est distribué comme 6 + X. Il existe une transformation orthogonale O
telle que
161]2
0

0
Les normes de OY et de OX sont distribuées comme celles de X et Y.
Le carré de la norme de Y est distribué comme celui de la norme de OY, c’est-a-dire comme
(Z1 + |6]]2)? + ZLZ Z?2. Ceci prouve la premiere partie de I’énoncé.
Pour établir la seconde partie, il suffit d’établir que pour tout x > 0,

P {(Z1 +0ll2)* <z} <P {X} <=z},

soit
P {|Z1 + 0]l < vV} <P {|X1| <V},
ou encore
(v —[|0]l2) — 2(—vz — [|0]]2) < ®(Vz) — D(—Vx).
Pour y > 0, la fonction sur [0,00), définie par a — ®(y — a) — ®(—y — a) est décroissante en a : sa
dérivée par rapport a a vaut —¢(y —a) + ¢(—y —a) = ¢(y+a) — ¢(y — a) < 0. Ceci permet de conclure.
d

REMARQUE 2.37 La derniére étape de la preuve du théoréme peut se lire comme
P{Xeb+C}<P{X eC}

ou X ~ N(0,Id1), 6 € R et C = [—+/x,+/z]. Cette inégalité reste vraie en dimension d > 1, si on impose
que C est compact, convexe, symétrique. Ce résultat (délicat) s’appelle le lemme d’Anderson. La relation de
domination stochastique décrite dans le théoréme est aussi un cas particulier du lemme d’Anderson.

2.9 THEOREME DE COCHRAN ET CONSEQUENCES

THEOREME 2.38 (THEOREME DE COCHRAN) Soit X ~ N(0,1,) et R" = &f_, E; o les E; sont
des sous-espaces deur d deuz orthogonauz de R"™. On note wg, la projection orthogonale sur Ej.
La famille de vecteurs gaussiens (WEjX)j<k est une famille indépendante et pour chaque j

178, X113 ~ Xim(s,) -
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PREUVE. La matrice de covariance de mp, X est ijW%j = 7g,;. Les valeurs propres de 7g, sont 1
avec multiplicité dilrﬁ) et 0. L’assertion sur la loi de ||z, X3 est une conséquence immédiate des
propositions R.37 et .

Pour établir I'indépendance, considérons Z, 7 C {1,...,k} avec ZN J = . 1l suffit de vérifier que
pour tous (&) ez, (85) ez, la fonction caractéristique de

Z(aj,WEJX>aZ<5j77TEjX>

JET €T

se factorise. Il suffit de vérifier que ces deux gaussiennes sont orthogonales.

E Z(aj,ijJQ X Z<Bj/,7TEj,X> = Z Oéz»ﬂ'Ej’iTEj,Bj/ =0.

JET ji'ed JEL,j'eT

O
Le résultat suivant est capital pour comprendre 'estimation des parametres d’une loi gaussienne en
dimension 1. C’est une conséquence directe du théoreme de Cochran.

THEOREME 2.39 (THEOREME DE STUDENT) B
Si (X1,...,Xn) sont des variables indépendantes distribuées selon N(u,0%), si X, =
S Xi/net V=" (X; — X,)?, alors

1. X, est distribuée selon N (u,0?/n),
2.V est indépendante de X,

3. V /a2 est distribuée selon x2_;.

PREUVE. Sans perdre en généralité, on peut supposer que y =0 et o = 1.

Comme -
Xn . 1
=—]|:|x(1 ... )X
B EE B R
Xn 1
le vecteur (X, ..., X,)! est la projection orthogonale sur la droite engendrée par (1,...,1)" du vecteur
gaussien standard X. o
Le vecteur (X7 — X,,,..., X, — X,)! est la projection orthogonale du vecteur gaussien X sur I’hy-

perplan orthogonal & (1,...,1).

D’apreés le théoréme de Cochran (), les vecteurs (X,,,...,Xn)5 et (X1 — Xpyoo o, X — X300
sont indépendants.

La loi de X,, a déja été établie.

La loi de V' se déduit elle aussi du théoreme de Cochran. O

DEFINITION 2.40 (LOI DE STUDENT) Si X ~ N(0,1), Y ~ x2 et si X et Y sont indépendantes, alors
la variable aléatoire Z = X /4/Y /p suit une loi de Student (centrée) & p degrés de liberté.

EXEMPLE 2.41 Application a la construction d’un intervalle de confiance pour ’espérance d’une gaussienne de
variance inconnue.

2.10 CONCENTRATION GAUSSIENNE

La définition méme des vecteurs gaussiens nous indique ce qu’est la distribution de toute fonction
affine d’un vecteur gaussien standard. Si la partie linéaire de la fonction affine est définie par un vecteur
A, nous savons que la variance sera || A||3. Que se passe-t-il si on s’intéresse & des fonctions assez régulieres
d’un vecteur gaussien standard ? par exemple si on considere des fonctions L-lipschitziennes? Ce sont
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des généralisations des fonctions affines. Nous ne pouvons donc pas espérer une majoration générale de
la variance des fonctions L-Lipschitziennes d'un vecteur gaussien standard meilleure que L? (dans le cas
linéaire la constante de Lipschitz est la norme euclidienne de A). Il est remarquable que la borne fournie
par les fonctions linéaires se généralise aux fonctions lipschitziennes. Il est encore plus remarquable que
cette majoration ne fasse pas intervenir la dimension de I’espace ambiant.

THEOREME 2.42 Soit X ~ N(0, Idy).
1. si f est différentiable sur R?,

var(f(X)) < E|Vf|? (inégalité de Poincaré)

2. si f est L-Lipschitzienne sur RY,
var(f(X)) < L?

et pour A > 0

2712
log EF(0-Ef) < AL
=7

Pour tout t > 0,
P {f(X) — Ef(X) > t} < e"57

La clé de la preuve repose sur 'identité suivante.

PROPOSITION 2.43 (IDENTITE DE COVARIANCE) Soit X,Y deux vecteurs gaussiens standards in-
dépendants a valeur dans R?, f,g deux fonctions différentiables de R? dans R.

cov(f(X), g(X)) = /011E<Vf(X),Vg (aX+ 17042Y>>da

Pour vérifier cette proposition, on peut commencer par la vérifier pour les fonctions de la forme
x> M) e RY, et étendre le résultat par un argument de densité.
PREUVE.[Théoréme } On commence par établir I'inégalité de Poincaré.

On choisit f = ¢g. A partir de I'identité de covariance, on a, en invoquant l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

var(f(X)) = cov(f(X), f(X))
1
_ / E(V(X),Vf (aX + VI~ a?Y) ) da
0
' 2\1/2 2\ /2
/ (BIV£(X)]2)"* (E||Vf (aX+ V1 —a2Y> I ) da.
0
On obtient le résultat désiré en observant que X et aX + v1 — a?Y sont N(0,1d) distribués.
Pour obtenir I'inégalité exponentielle, on choisit f différentiable et 1-Lipschitzienne, et on choisit

g = exp(Af) pour A > 0. On suppose sans perdre en généralité que Ef(X) = 0 (f est centrée). L’identité
de covariance et la régle de chainage nous conduisent a

1
cov (f(X), M) = / B[(VF(X), V7 (aX + V1 2y ) ) M eX =) ) 4g
/\L2/0 E [e/\f(aX+mY)} do

= AL’E [V

IA

IN
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Si on pose F(A) :=E [e)‘f X )], on remarque que nous venons d’établir une inégalité différentielle pour
F, en vérifiant cov(f,e™) = F'()\) car f est centrée :

F'(\) < AL?F()).

On résout cette inégalité sous la condition initiale F'(0) = 1, pour A > 0

A2L2

FA) <e 2.

On peut développer la méme démarche pour A < 0. Il suffit ensuite d’invoquer I'inégalité de Markov
exponentielle et d’optimiser en A = ¢/L2. O

Les inégalités de concentration décrivent facilement le comportement de la norme des vecteurs
gaussiens en grande dimension.

COROLLAIRE 2.44 Soit X un vecteur gaussien standard d valeur dans R®. On a
var([| X|[2) <1

et

Vd-T<E||X|, < Vd.

PREUVE. La norme euclidienne est une fonction 1-Lipschitzienne (inégalité triangulaire). La premiére
inégalité est une conséquence de I'inégalité de Poincaré.

La majoration de ’espérance est une conséquence directe de l'inégalité de Jensen. La minoration
de l'espérance découle de (E|X|2)? = E|X||3 — var(||X||2) = d — var(]|X||2) et de la majoration de
variance obtenue de I'inégalité de Poincaré. O

EXERCICE 2.45 Soit X ~ N(0, K) ou K est une matrice symétrique DP de dimensions d x d et Z = max;<q X;.
Montrer que

Var(Z) < max K;; := max Var(X;).
i<d i<d

EXERCICE 2.46 Soit X,Y ~ N(0,Id,) avec X,Y indépendantes. Montrer que
VER=T<E[|X - Y[] < V2n

et que
2

P{|X-Y|-E[IX -Y[] >t} <e .
2.11 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

La littérature gaussienne est trés abondante, voir par exemple [6]. Une grande partie de cette litté-
rature intéresse les statistiques.

Les lemmes et qui caractérisent la gaussienne standard constituent le point de départ de la
méthode de (Charles) Stein pour démontrer le théoréme central limite (et bien d’autres résultats). Ce
développement relativement récent est décrit dans [l].

L’analyse et ’algorithmique matricielles jouent un réle important en analyse gaussienne et en sta-
tistique. Les ouvrages [5], et si on souhaite aller plus loin [3], fournissent une présentation des notions
et techniques de factorisation matricielle et des éléments de la théorie de la perturbation.

Il existe une version multi-dimensionnelle des lois du x? qui apparaissent lors de la détermination
de la loi de la variance empirique. 11 s’agit des lois de Wishart. Elles ont fait I’objet d’études intensives
en théorie des matrices aléatoires, voir par exemple [2].

La concentration gaussienne joue un réle important en statistique non-paramétrique et c’est une
source d’inspiration en apprentissage statistique. Le livre de M. Ledoux [[] fournit une perspective
élégante sur cette question.
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ESTIMATION DANS LES MODELES GAUSSIENS

3.1 EXEMPLES DE MODELES GAUSSIENS

Les modeles (ou expériences statistiques) gaussiens sont au centre a la fois de la statistique classique
et de la statistique moderne dite en grande dimension. Les propriétés des vecteurs gaussiens rendent
certains calculs exacts possibles, ce sont des modeles didactiques. Mais en plus, le théoréeme central
limite, et une multitude de principes d’invariance font des modeles gaussiens la limite de nombreuses
suites d’expériences statistiques, dans un sens éventuellement tres formel.

i) Le plus simple des modeéles gaussiens est celui du décalage (shift) ol
P = {N(@, ¥):0e0= ]Rd} 3 matrice définie positive supposée connue.
L’espace des parametres est un espace vectoriel, on parle de modéle linéaire.

ii) On peut étudier les modeéles gaussiens sans se contenter des modeles linéaires. En visant
éventuellement des modeles en dimension infinie, on peut s’intéresser & © = Bd(r) boule £, de
rayon r dans R¢,

P={N(,0%):0c0= Bg(r)} o supposée connue.

On convient de noter Bg(r) = {6‘ e R 0:)P < 7’1’}. C’est un cas particulier de modéle
courbe.

iii) Enfin on peut s’intéresser dans le cadre gaussien, a I'inférence sous contrainte de parcimonie. Pour
0<s<d, 0, C R? est 'ensemble des vecteurs & au plus s coordonnées non-nulles. On se propose
de reconstruire # € O, inconnu a partir de ((X;,0)),.,, ot les X; sont des vecteurs gaussiens
standards indépendants (& valeur dans IR?). On note Y le vecteur aléatoire dont les coordonnées sont
les (X;,0). Les observations sont les vecteurs X1, ..., X, et la suite (X;1,0),...,(X,,0). C’est un
domaine (Compressed sensing) ou les propriétés de concentration gaussienne facilitent grandement
les calculs.

3.2 MODELES DOMINES ET VRAISEMBLANCE, ESTIMATION DE VECTEURS GAUSSIENS (DECALAGE
GAUSSIEN)

On se concentre ici sur les modeéles gaussiens définis par les lois N'(p,X) ott u € R? et ¥ € DP(d)
(DP(d) désignant le cone des matrices (symétriques) définies positives de dimension d). Le probléme
est d’estimer p et 3 a partir d’un échantillon. Quand ¥ est connue, on parle de probleme de décalage
gaussien.

Ces modeles gaussiens sont des cas particuliers de modéles dominés.

DEFINITION 3.1 On dit qu'un modele (2, F, P, ...) est dominé si toutes les lois de P sont absolument
continues par rapport & une mesure o-finie sur (€, F).

Toutes les lois M (p, X)) avec ¥ définie positive sont en effet mutuellement absolument continues et
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.

Nous utiliserons souvent dans la suite la notion de vraisemblance. Dans le cadre des modeles gaus-
siens, la (fonction de) vraisemblance est une fonction des parameétres et de 1'échantillon (domaine
O x X" qui a0 = (1, %), = (v1,...,2,) € R™ fait correspondre la densité de la loi N'(p,%) en

T soit :
n

1 (i =)' (@ — p)
U ey (‘ 2 ) |

La log-vraisemblance est le logarithme de la vraisemblance.

Dans les modeles gaussiens en dimension d, si on s’intéresse aux problémes d’inférence (estimation,
régions de confiance, tests), on peut résumer un échantillon de n > d observations par un vecteur
aléatoire de dimension d (la moyenne empirique X ,)

n
.=
=1
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et une matrice aléatoire a valeur dans DP(d) (la matrice de covariance empirique i),
n 1
5= 2 E(Xi - X)X - X,
1=

sans perdre d’information.

DEFINITION 3.2 (STATISTIQUE SUFFISANTE) Dans un modéle paramétré, une statistique T est dite
suffisante si la loi conditionnelle de I’échantillon sachant la statistique T est libre du parameétre.

D’un point de vue opérationnel, si T" est une statistique suffisante, le rapport entre les vraisemblances
évaluées en deux points de 'espace des parametres peut se calculer a partir de la statistique suffisante T’
sans connaitre le détail de I’échantillon. R

On peut démontrer la suffisance de (X,,,¥) dans les modeles gaussiens & partir de I'observation :
la vraisemblance d’un échantillon gaussien ne dépend de ’échantillon qu’au travers de la moyenne
empirique et de la (co)variance empirique. Dans le cas univarié, pour la log-vraisemblance :

n n (X, —pn)? "oz — Xp)?
gn(u70—2) = f(ﬂ,oj,;pl’ s 7xn) = f§10g(27'r0'2) - 5( o2 NJ) - 2171(202 ) :

Dans cadre multivarié (d > 1), pour un n-échantillon, on obtient pour la log-vraisemblance :

bo(p, ) = _n ; d log(27) — %log det(X)
n _
7§(Xn7 )tz I(anﬂ)

1 1 - ~ O\t
—§trace by 2($i—Xn)(mi_Xn)

n

; d log(27) — glog det(X)
—%trace (X, — (X, — w)")
_n -153

2trace (E E) .

L’échantillon lui méme constitue toujours une statistique suffisante. Ce n’est pas un résumé im-
pressionnant de I'information fournie par I’échantillon. Les résumés intéressants sont les statistiques
suffisantes minimales.

DEFINITION 3.3 (STATISTIQUE SUFFISANTE MINIMALE) Une statistique suffisante 7' est minimale si
pour tout autre statistique suffisante 7", T est une fonction de T".

EXEMPLE 3.4 Dans le modele gaussien {N (1, %) : 4 € R?, X € pp(d)}, la moyenne empirique et la covariance
empirique forment une statistique suffisante minimale. Si la covariance est connue (modéle {N (u, ) : p € R?}),
la moyenne empirique est une statistique suffisante minimale.

Si les statistiques suffisantes semblent en apparence les ingrédients nécessaires a la construction des
bons estimateurs, les statistiques dites ancillaires semblent superflues.

DEFINITION 3.5 (STATISTIQUE ANCILLAIRE) Dans un modéle, une statistique dont la loi ne dépend pas
d’un parametre est dite ancillaire par rapport a ce parametre.

EXEMPLE 3.6 Dans le modéle gaussien {N (1, %) : u € R4 Y € pP(d)}, la covariance empirique est ancillaire
par rapport & I’espérance. De fait, I'estimateur de choix (X,) suffit pour I'estimation ponctuelle de u. Mais si on
s’intéresse a la construction de régions de confiance pour u, la statistique ancillaire S intervient naturellement
(via le théoreme de Student).

REMARQUE 3.7 Dans un modeéle, une variable aléatoire est dite pivotale si sa loi est libre des parametres
du modele. Attention, une variable aléatoire pivotale n’est pas nécessairement une statistique! Ce n’est pas
toujours une quantité calculable & partir des seules données (c’est méme ce qui fait son intérét). En revanche,
une statistique ancillaire est une statistique, c’est-a-dire une fonction de 1’échantillon. Et sa loi doit étre libre
des parameétres ou d’au moins d’une partie d’entre eux.
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Le théoréme de Student, qui implique I'indépendance de X, et de i, suggere qu’une statistique suffisante
minimale est indépendante d’une statistique ancillaire. Ce n’est pas toujours le cas. Pour caractériser
les cas d’indépendance, on introduit la notion de complétude.

DEFINITION 3.8 (MODELE COMPLET POUR UNE STATISTIQUE) Un modéle (Pp, 0 € ©) est dit complet
pour une statistique 7" si pour toute fonction mesurable g,

Ey[g(T(X))]=0 pour tout § € © = Py{g(T(X))=0} =1 pour tout § € ©.

Nous admettrons le théoréme suivant.

THEOREME 3.9 (BASU) Si T est une statistique suffisante minimale et si le modéle est complet
pour la statistique alors T est indépendante de toute statistique ancillaire.

EXEMPLE 3.10 Si Py est la loi uniforme sur [0 — 1,60 + 1], on peut vérifier que

(X + X0)/2, (X(m) — X(1))/2)

est une statistique suffisante minimale (X ;) est la i*™° statistique d’ordre de I’échantillon) et que (X ) —X(1)/2
est une statistique ancillaire.
Le modele n’est pas complet pour cette statistique suffisante minimale.

Le théoreme dit de Student qui affirme que dans un échantillon gaussien, la covariance empirique est
indépendante de la moyenne empirique peut étre vu comme un corollaire du théoréme de Basu. Si on
suppose la covariance connue, la moyenne empirique est une statistique suffisante compléte et minimale
pour lespérance alors que la covariance empirique est ancillaire.

L’estimation au mazimum de vraisemblance consiste a estimer les parametres en recherchant les
valeurs de 1, 0% qui maximisent £, (y,0?) (cas univarié) ou £, (i, ) (cas multivarié).

Dans le cas univarié, on obtient directement les estimateurs (X, 237" | (z; — X,,)?) (c’est-a-dire
la moyenne empirique et la variance empirique).

Dans le cas général, un peu plus de travail conduit a la version multivariée des estimateurs précédents

(X..8) = (Xm LS~ K)o Xn)t> .

i=1

3.3 REGRESSION AVEC DESIGN FIXE ET BRUIT GAUSSIEN HOMOSCHEDASTIQUE

Le probleme de régression gaussienne avec design fize et bruit homoschédastique est le plus simple
des problémes de régression. C’est une généralisation du probléme de décalage gaussien (Gaussian shift).
On dispose d’'une matrice n X p le design X, on observe Y a valeur dans R™ obtenu par

Y = X6y + oe avec € ~ N (0,1d,,)

ou le parametre inconnu est 6y dans IRP. Selon les circonstances, on connait ou on ne connait pas o.
En statistique classique, on suppose que X est de plein rang (ce qui implique p < n). En « grande
dimension », on suppose au contraire que n < p mais on suppose alors que 6y vérifie une hypothese de
parcimonie (6 posséde peu de coordonnées non-nulles).
On estime 6 en cherchant & minimiser l'erreur quadratique de prédiction (d’ot le nom de méthode
des moindre carrés ordinaires, MCO)

0, == argmin ||y — X0|? ou y est la réalisation de YV’

On note £(X) le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les colonnes de X. La relation pythagoricienne
suivante est la clé de I’analyse :

ly = X001 = lly = 71 + |7 — X0
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ou ¥ est la projection orthogonale de y sur £(X).
Comme X est de plein rang, la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace £(X) est

H:= X(X'X) X!

En effet, cette matrice laisse invariant les colonnes de X, donc le sous-espace £(X), et tout vecteur
orthogonal aux colonnes de X appartient au noyau de matrice H.

Dans le monde de la régression (gaussienne ou non) la matrice H est souvent appelée hat matriz,
ou matrice d’influence. Ses coefficients diagonaux sont appelés (en anglais) leverage et parfois traduits
en francgais par influence ou effet levier.

Comme X est de plein rang, il existe un unique optimum, la solution de y = X#. Comme

7=X(X'X)" Xy

cette solution est R
6= (X'X)"'X'y.
On note Xt := (X!X) !X C’est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de X (voir Appendice @) On
a donc N
0= (X'X) ' X'X(X'X) X'y = (X'X) ' X'y = X1y,
et R
0 -6y =o(XIX)" X' = oXTe.

Comme

Ey, [5— 90} — oXTE[] =0,
on constate que I'estimateur des moindres carrés 0 est un estimateur sans biais.

REMARQUE 3.11 Jusqu’a maintenant, nous n’avons pas utilisé I’hypothése gaussienne mais seulement le fait
que le bruit e est centré. L’estimateur des moindre carrés X Ty peut étre utilisé chaque fois que I'on utilise un
modele du type

Y =X60p + ¢
ou € est un bruit centré [£e = 0. L’estimateur des moindre carrés restera sans biais. En revanche les résultats qui

suivent, les estimations du risque, les constructions de régions de confiance ne seront plus valables. Ces résultats
reposent sur ’hypothese de normalité du bruit.

Dans le cadre des modeéles linéaires gaussiens avec bruit homoschédastique, ’estimation de la variance
du bruit o? est grandement facilitée. Et la construction de région de confiance pour 8y et o2 est
immédiate.

PROPOSITION 3.12 Dans les modéles linéaires gaussiens avec bruit homoschédastique,
6 — 0y ~ N (0,02(X'X)71) .
Si Uécart-type du bruit o est connu, on dispose d’une quantité pivotale :

Lxtx)ire (5— 90) ~ N (0,1d,)

g

PREUVE. On part de lidentité § — 6 = oX+e. Sous I'hypothése € ~ N(0,1d,,), on a
0 — 0o ~ N (0,02XT(XT)) = N (0,0%(X*X)71) |
La preuve se termine en utilisant la décomposition spectrale de la matrice symétrique définie positive
XX :
X'X = ODO?,
avec O orthogonale et D diagonale a coefficients diagonaux positifs (voir Appendice @) On multiplie

§ — 6, par OD'/20¢ = (X!X)!/2. O
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On en déduit une région de confiance pour 6 lorsque I'intensité (1’écart-type) du bruit o est connue :
lellipsoide

{9’;

Lorsque I'écart-type du bruit ¢ n’est pas connu, cette région aléatoire n’est plus une région de confiance.

Pour construire une région de confiance, il faut estimer o. On estime ¢ a partir de analyse des
résidus. On appelle résidus les coefficients de € := § — y. La loi du vecteur des résidus est facilement
déduite de I'observation :

’i(XtX)l/z (5— e/)

2
‘ < qp,la} oll gp,1—q est le quantile d’ordre 1 — o de X12;~

Y-Y =H-Id)Y = (H—Id) (X0 + c¢) = o(H — Id)e.

Comme Id — H est la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace orthogonal a £(X), on
peut invoquer le théoréme de Cochran pour justifier la proposition suivante.

PRrROPOSITION 3.13 Dans le modéle de régression linéaire avec bruit gaussien homoschédastique,
i) Y =Y est indépendant de X(é\— o).
o 1Y =Y 2
i) o~ Xoep -

L IX(6—60)12 2
iii) I (020)” ~ X2

PREUVE. On observe Y — Y = o(H —Id)e et X(a— 0y) = oHe. Au facteur o pres, on obtient Y-Y

et X(é\— o) en projetant le vecteur gaussien standard e sur deux sous espaces orthogonaux de R™. La
proposition est donc une conséquence immédiate du théoreme de Cochran. O
Nous utiliserons une nouvelle famille de lois de probabilité dans la suite.
U/j

DEFINITION 3.14 (DISTRIBUTION DE FISHER) Si U ~ 7 est indépendante de V' ~ 3 alors /i est

distribuée selon une loi de Fisher & j, k degrés de liberté. On note cette loi Fj j

2
% est distribuée selon F}, ,,_,. Le fait que cette quantité aléatoire soit
pivotale conduit & une région de confiance pour 6.

On note fpn—p.1—a est le quantile d’ordre 1 — a de F, .

La quantité aléatoire

PRrOPOSITION 3.15 Dans le modéle linéaire gaussien avec bruit homoschédastique, l’ellipsoide

= @-o)
N ey

est une région de confiance pour 0y de tauz de couverture 1 —a (a €0, 1]).

Le volume de cet ellipsoide est proportionnel & (une puissance de) Uestimateur de ’écart type du
bruit. La forme de cet ellipsoide est dictée par les valeurs propres de X!X, autrement dit par les valeurs
singulieres non nulles de X.

3.4 TESTS D’HYPOTHESES LINEATRES
La régression linéaire est un outil de modélisation. Le statisticien peut hésiter entre plusieurs modéles

et se poser des questions de test. On peut par exemple se demander si les observations yi,...,¥y, ne
sont pas simplement un échantillon d'une loi N'(0, 02). Cela revient & poser le probléme de test suivant :
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i) Hyp, : 6 =0;
ii) Hyp; : 0 #0..
L’hypothese nulle Hyp,, est simple mais I’alternative Hyp; ne ’est pas.
D’une maniére générale, on peut chercher a tester :

i) Hyp, : les p — k derniéres coordonnées de 6 sont nulles;
ii) Hyp, : les p — k derniéres coordonnées de 6 ne sont pas nulles;

Dans tous les cas I’hypothese nulle est indexée par un sous-espace vectoriel de I’ensemble des parameétres.
On notera X° la matrice formée par les k premicres colonnes de X et £(X°) le sous-espace de

R"™ engendré par les colonnes de X°. On notera HY la matrice de projection orthogonale sur £(X0),

7° = H% = H° x Hy. On note 6° le vecteur de dimension k formé par les k premiers coefficients de 6.
Sous I’hypothese nulle Hyp,),

7—7° = (H-H) (X [%0] +ae) =o(H-H")e.

Donc Y — Vet Y — Y sont indépendantes (Théoreme de Cochran), et, sous Hyp,, la statistique

IV = YOI/ — k)
IV = Y1/~ p)

est distribuée selon une loi de Fisher Fj,_j y,_p.

Le test qui rejette Hyp, lorsque la statistique S est plus grande que le quantile d’ordre 1 — a de la
loi F,,_k.n—p est de niveau « (la probabilité d’une erreur de premiére espéce est égale a «).

L’étude de la puissance de ce test (la probabilité de rejeter Hyp, lorsque les données sont tirées sous
lalternative Hyp,) est plus délicate. On peut cependant vérifier que le test est sans biais, c’est & dire
que la probabilité de rejeter Hyp, dans ce cas est supérieure a a.

Choisissons une loi relevant de I'alternative. Cela revient & choisir 8° € R et #' € RP~*, avec
6' £ 0. On note X! la matrice formée par les p — k derniéres colonnes de X. Sous cette loi relevant de
Hyp,, les observations sont distribuées selon N (X090 + X161, O‘QIdn).

Les vecteurs aléatoires ¥ — Y0 et Y — Y restent indépendants, mais la statistique
1Y = Y°|*/og

est maintenant distribuée selon une loi du x? & p — k degrés de liberté décentrée de ||(Id — H?) X101 ||,.
La quantité aléatoire ||}A/ —Y|?/02 reste distribuée selon X%fp. Pour établir que la loi de S sous Hyp,
domine stochastiquement la loi de S sous Hyp,), il suffit de se rappeler que & nombres de degrés de liberté
égaux, la loi du x? décentrée domine stochastiquement la loi du x? centrée (voir Théoréme )

3.5 DONNEES WHITESIDE

Les données whiteside sont issues du package MASS du logiciel R. Il s’agit d’une étude sur la relation
entre consommation de gaz et température extérieure menée a son domicile par I'ingénieur Whiteside.
Cette étude visait a évaluer I'impact de mesures d’isolation. Deux hivers de suite, Whiteside a enregistré
chaque semaine la consommation hebdomadaire de gaz et la température extérieure dans une maison.
Il a disposé ainsi de

- 26 enregistrements réalisés avant ’isolation ;
- 30 enregistrements apres .

On dispose de 56 observations arrangées en un data.frame comprenant trois colonnes, Gas (volume de
gaz consommé durant la semaine), Temp (température extérieure moyenne durant la semaine d’obser-
vation), et Insul (observation effectuée avant (Before) ou apres (After) 'isolation). La colonne Insul
forme ce que 'on appelle une variable qualitative ou un facteur.

La premiere tentative de modélisation postule une dépendance linéaire entre la variable a expliquer
(Y = Gas) et la variable explicative Temp. On se place dans le cadre de la régression linéaire gaussienne.
Le design X est formé par une colonne de 1 et par la colonne Temp de I’échantillon. La fonction 1m de
R construit le design et invoque la méthode des moindres carrés (MCO). Le résumé du résultat suit.
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Call :
Im(formula = Gas ~ Temp, data = whiteside)

Residuals :
Min 1Q Median 30 Mazx
—1.6324 —0.7119 —0.2047 0.8187 1.5327

SR S S A

Coefficients :
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>[t])
## (Intercept) 5.4862 0.2357 23.275 < 2e—16 %xxx
#4# Temp —0.2902 0.0422 —6.876 6.55e¢—09 **x
7y —
## Signif. codes: 0 'sxx' 0.001 'sxx' 0.01 '«x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error : 0.8606 on 54 degrees of freedom
## Multiple R-squared : 0.4668, Adjusted R-squared : 0.457
## F—statistic : 47.28 on 1 and 54 DF, p—wvalue : 6.545e—09

La derniére ligne décrit un test d’hypotheses linéaires de I’espece présentée dans la section précédente.
Sous Hy, on postule que la pente est nulle. La F-statistique calculée doit étre comparée aux quantiles
d’une loi de Fisher a 1 et 54 degrés de libertés n = 56,p = 2, k = 1. La derniére information, la p-value
ou degré de signification atteint, est de 6.545 x 1072, ce qui signifie qu’on a atteint le quantile d’ordre
1 —6.545 x 1079 de la loi de Fisher & 1 et 54 degrés de liberté Fy 54. Un statisticien raisonnable qui
croit en la modélisation d’ensemble sera conduit a rejeter ’hypothese nulle.

Mais cette modélisation est trés critiquable. Pourquoi la consommation de gaz ne dépendrait-elle
que de la température extérieure moyenne ? et pas du vent ? de I’humidité ? de la durée du jour? des
aléas de la vie en société (vacances, congés de maladie, ...), et bien siir de I’état de la maison? On n’est
pas non plus obligé de croire que les écarts a la linéarité sont dus a un bruit gaussien homoschédastique.
Nous ne disposons pas d’informations pour explorer toutes ces voies, mais on peut tout de méme se
demander si l'isolation modifie la sensibilité de la consommation de gaz a la température extérieure
moyenne. C’est ce que suggere la figure B.5. On y a reporté les observations et la droite de régression
issue de la modélisation naive. La forme des points indique s’ils proviennent d’une observation effectuée
avant ou apres l’'isolation.

Une modélisation plus ambitieuse envisage que la droite de régression peut étre modifiée par 'isola-
tion. L’invocation suivante de 1m construit un design & quatre colonnes : une colonne de 1 correspondant
au coefficient appelé Intercept, une colonne comportant des 0 pour les observations effectuées avant
isolation, des 1 pour les autres (coefficient InsulAfter, une colonne formée par la colonne Temp du
data.frame (coefficient Temp) et enfin une colonne formée en multipliant les colonnes InsulAfter et
Temp (InsulFater :Temp). On peut intrepréter le résultat comme la production de deux droites de
régression, avec des intercepts différents et des pentes différentes (pour la seconde année, 'intercept est
Intercept + InsulAfter, la pente est Temp + InsulAfter :Temp).

On constate que la distribution des résidus est moins asymétrique (la médiane est plus proche de
0), moins dispersée (’écart interquartile est divisé par quatre). La somme des carrés des résidus (la
variance inexpliquée) qui est égale au carré de la Residual standard error multiplié par le nombre
de degrés de liberté est divisé par & peu prés quatre. L’adéquation aux données (le fit) est bien meilleure,
en apparence au moins (voir ﬁgure?@).

lmgood <— Im(data=whiteside, Gas ~ Insul s« Temp)
summary (1mgood)

Via

44 Call :

## Im(formula = Gas ~ Insul % Temp, data = whiteside)
Via

## Residuals :

## Min 1QQ  Median 3Q Mazx

## —0.97802 —0.18011 0.03757 0.20930 0.63803

##

## Coefficients :

## Estimate Std. Error t wvalue Pr(>[t])
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Insul
e Before
A After

0.0 25 5.0 7.5 10.0
Temp

Fic. 3.1 : Les points correspondant a ’hiver précédent l'isolation se situent au dessus de la droite de
régression et les autres au dessous.

## (Intercept) 6.85383 0.13596 50.409 < 2e—16 *xx

## InsulAfter —2.12998 0.18009 —11.827 2.32e—16 *xx

#4# Temp —0.3982/ 0.02249 —17.487 < 2e—16 **+*

## InsulAfter :Temp 0.11530 0.03211 3.591 0.000731 *xx

P —

## Signif. codes : 0 'sxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 ' ' 1
Vi@

## Residual standard error : 0.323 on 52 degrees of freedom
## Multiple R—squared : 0.9277, Adjusted R—squared : 0.9235
## F—statistic : 222.8 on 8 and 52 DF, p—value: < 2.2e—16

On peut effectuer un test d’hypotheses linéaires pour comparer les performances de la modélisation
naive et celles de la modélisation qui I’est moins. La fonction anova (analysis of variance) prend en
argument les deux modeles renvoyés par 1m et elle calcule la statistique de Fisher. Le degré de significa-
tion atteint est inférieur a la précision des calculs numériques sur la machine : la statistique de Fisher
dépasse le quantile d’ordre 1 — 2.2 x 10716 de F} 0.

anova (lm(data=whiteside, Gas ~ Temp),
Im(data=whiteside, Gas ~ InsulxTemp))

## Analysis of Variance Table

S

## Model 1: Gas ~ Temp
## Model 2 : Gas ~ Insul x Temp

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

HH 1 54 39.995

# 2 52  5.425 2 34.57 165.67 < 2.2e—16 %%

B —

## Signif. codes: 0 'sxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 ' ''1
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A
0.0 25 5.0 7.5 10.0

Temp

Fi1G. 3.2 : Visualition des droites de régression correspondant aux deux conditions d’isolation.

3.6 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

Les notions de statistique suffisante ou exhaustive, de statistique suffisante minimale, de statistique
ancillaire, compléte sont discutées en détail dans [§].

Le théoréme de Basu est prouvé dans [§].

L’inférence dans les modéles gaussiens est le probleme de référence en statistique mathématiques. Le
modele des suites gaussiennes est étudié en profondeur dans la monographie de [B] 1l existe une abon-
dante littérature appliquée sur la régression linéaire ou non, par exemple le livre de Fox et Weisberg [B]
qui accompagne le paquet R nommé car.

Pour les limites de suites d’expériences statistiques, la théorie de la normalité asymptotique locale
(LAN), ce que l'on appelle la théorie de Le Cam, voir [E]

Sur la sélection de modeles gaussiennes, voir [[7] et références.

Sur la statistique en grandes dimensions voir [4] ou [Il]. Sur le compressed sensing voir [E]

Sur les modeles graphiques gaussiens, voir |

Les données whiteside sont analysées dans [9].
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METHODES D’ESTIMATION : LES MOMENTS ILLUSTRES SUR LES MODELES
EXPONENTIELS

4.1 INTRODUCTION

A propos des modeles binomiaux et gaussiens, nous avons vu des méthodes d’estimation motivées
par l'intuition. A chaque fois, nous avons utilisé la possibilité d’identifier les lois par quelques moments.
Dans le cas gaussien, nous avons aussi noté que la méthode des moindre carrés correspond a une
maximisation de vraisemblance.

Nous revenons sur ces méthodes en essayant de dégager une démarche. Les méthodes que nous
abordons ne sont pas exclusives les unes des autres. Ce que nous appelons méthode, il faudrait peut
étre 'appeler point de vue. Nous verrons les aspects suivants.

i) Méthode des moments (Z-estimation)
ii) Maximisation de la vraisemblance
iii) Minimisation de contraste (M-estimation) qui généralise les méthodes de maximisation de la vrai-
semblance.

4.2 METHODE DES MOMENTS

Nous avons déja mis a profit la « méthode des moments » dans le cadre des modeéles multinomiaux et
des modeéles gaussiens. L’idée générale est la suivante. Si dans une expérience statistique échantillonnée
(X, F,{Py: 0 € ©}), on dispose d’une collection de fonctions intégrables (T4, ...,T)) telles que

0 Eo [(T1(X), ... ,Tk(X)ﬂ = Eo[T(X)].

soit injective, c’est-a-dire si les lois Py peuvent étre identifiées par une collection de moments, on peut
envisager une re-paramétrisation de (Pp) en désignant chaque loi par un élément de IR¥, la collection
des moments. On désigne par ¥ le nouvel espace de parametres, par 1(6) le nouveau parametre corres-
pondant & 6. La méthode des moments consiste & estimer le paramétre par la solution (si elle existe) de
I’équation en ¥ :

n

P0) = = S (X0, Te(X) =i T

i=1

EXEMPLE 4.1 Si © =]0,+00), et Py{[z, +00)} = exp(—0z) (les lois exponentielles paramétrées par leur intensi-
té), on vérifie que Eg X = 1/6. On peut identifier 0 & partir de 'espérance de Id(X). La nouvelle paramétrisation
correspond au parameétre d’échelle ¥(f) = 1/6. On peut estimer sans biais ce parameétre d’échelle & partir de
la moyenne empirique X, de Péchantillon. Pour estimer le paramétre originel, on inverse 1) : on estime 6 par
0 = 1/X . L’estimateur est alors biaisé (inégalité de Jensen).

On peut (et doit) alors se poser quelques questions :

i) dans quelles conditions, I’équation ¢ (J) = T, a-t-elle une solution ?
ii) dans quelles conditions, w_l(zn) définit-elle une suite consistante d’estimateurs?
iii) dans quelles conditions, ¥ ~1(T',) définit-elle une suite d’estimateurs asymptotiquement normale ?

Si ces réponses sont positives, peut-on s’assurer que les estimateurs construits de cette facon ont de
bonnes propriétés ? Qu’ils sont de risque sinon minimal, du moins raisonnable ?

La premiere question est la plus délicate. Nous verrons comment y répondre dans le cadre des
modeles exponentiels, ou la méthode dite du maximum de vraisemblance coincide avec une méthode de
moments.

Pour le moment, nous allons supposer que nous sommes dans une situation comparable & celle
rencontrée dans le cadre des modeles gaussiens, c’est A dire que T,, prend (avec probabilité 1) ses
valeurs dans w(% = .

L’appendice B résume les outils probabilistes utiles & I’étude de la méthode des moments.
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Conditions suffisantes de consistance et de normalité pour la méthode des moments

Si on souhaite construire un estimateur pour la paramétrisation originelle (par exemple par l'intensité
dans le cadre des lois exponentielles), il est tentant d’utiliser 'estimateur 1 ~*(T',) pour peu qu’il soit
bien défini.

La proposition suivante décrit des conditions suffisantes qui garantissent les performances asymp-
totiques de la méthode des moments. Ces conditions ne sont pas toujours faciles a vérifier. Et meme si
elles sont vérifiées, elles ne garantissent pas que la méthode des moments soit praticable.

PROPOSITION 4.2 Si © est un ouvert de R¥, si la fonction

)0 = RF
0 (EoTi(X), ..., EgTi(X))"

est bijective, continument différentiable et d’inverse continuement différentiable de © dans (I’ouvert)
P(O), et si pour tout 0 € O, pour j < k, EgT;(X)? < oo alors

i) avec probabilité qui tend vers 1 (sous PE’N), Uéquation en
() =T,

admet une solution 8, = v H(T,) €0O.

~

it) La suite (0, )nen est une suite consistante d’estimateurs de 6.
iti) La suite (\/ﬁ(@\n —9)) est asymptotiquement normale centrée. La covariance de la loi
nelN
limite est

(D)~ covg(T)(Dify) "

Les conditions décrites dans 1’énoncé de la proposition sont si fortes que la preuve en est trivialisée.
PREUVE.

i) L'image de © par 9 est un ouvert de R¥. Pour tout § € ©, sous PE’N, T, converge presque
stirement vers v(6). Presque stirement, pour n assez grand, T, appartient & un voisinage ouvert de 1)(8)
qui est inclus dans ouvert ¥ = ¢)(0). L’équation 1) = T, a alors une solution.

Le point ii) est une conséquence de la loi des grands nombres.

Le point iii) résulte d’une application de la méthode delta.

O

La discussion sur ’approche des moments reste informelle, parce qu’il est difficile de caractériser les
situations ou la question i) (voir plus haut) posséde une réponse satisfaisante.

4.3 ENTROPIE RELATIVE

Nous aurons besoin dans la suite de ce cours d’outils permettant quantifier la similitude entre deux
lois de probabilités. Nous aurons recours a des divergences d’information. Une divergence d’information
entre deux lois est une quantité intrinseque, elle n’est pas définie relativement & une paramétrisation.
Une divergence d’information peut étre calculée en choisissant des densités par rapport a une mesure
de référence. Mais le résultat du calcul ne doit dépendre que des lois, et pas du choix d’un mesure
dominante ou du choix des densités.

Nous avons déja vu une divergence d’information, la distance en variation. L’entropie relative, qui
n’est pas une distance est une autre diveregence. Elle est particulierement adaptée a ’étude des modeles
exponentiels.

Dans la suite, on notera P L@ le fait que la mesure P ne soit pas absolument continue par rapport
a @, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble mesurable A tel que P(A) > 0 = Q(A).
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DEFINITION 4.3 (ENTROPIE RELATIVE) Soit P et @ deux lois de probabilité sur (Q,F), I'entropie
relative de P par rapport & @, notée D(P||Q) est définie par

400 si P 4Q
D(P|Q) = {E log25] =
p|log 45| sinon.
La notion d’entropie relative s’est imposée dans différentes disciplines indépendamment (statis-
tiques, théorie de linformation, mécanique statistique, théorie des grandes déviations). On I'appelle
aussi information de Kullback-Leibler, divergence d’information.

i) Si P 9@ (P est absolument continue par rapport a @),

dP dP dP
Ep |log—| =Eg | —=log —
: {Og dcz] ¢ [d@ % dQ}
est toujours bien défini, méme si cette quantité n’est pas finie. En effet, xlogz > —e™
ii) Si P <@, 'identité du i) et la convexité de x — xlogx nous indiquent que

D(P||Q) > Eq [;ig} log Eq [gg] =0.

Le seul cas d’égalité possible est P = @ (stricte convexité de z — xlogz).

L sur 0, 00).

4.4 MODELES EXPONENTIELS : DEFINITION, IDENTIFIABILITE, PROPRIETES GENERALES

Les modeles exponentiels sont définis par une collection de densités par rapport a une mesure
de référence. Rappelons qu'une mesure v sur (Q,F) est dite o-finie si  est réunion dénombrable
d’ensembles de v-mesure finie (la mesure de Lebesgue est o-finie, la mesure de comptage sur R n’est
pas o-finie). En statistique, les mesures dominantes sont toujours des mesures o-finies. Cette propriété
permet de garantir sous conditions d’absolue continuité 'existence de dérivées de Radon-Nikodym.

DEFINITION 4.4 (FORME CANONIQUE) Une mesure o-finie v sur (2, F) et une famille Ty,..., T} de

fonctions mesurables de {2 dans IR définissent le modele exponentiel en forme canonique indexé par
© = ©° (Uintérieur de ©) avec

0:= {0 0 eRF, Z(0) = / O T@) dy(z) < oo}
Q

ou T(z) = (Ty(x),... ,Tk(x))t. On choisit pour densité de Py par rapport a v :
pg(x) — e(evT(fE»—lOg Z(0) .

On peut appeler O le domaine du modéle. On appelle la fonction 6 — Z (0) la fonction de partition.
L’ensemble O est en fait le domaine de définition de la fonction de partition.

EXEMPLE 4.5 En utilisant une re-paramétrisation, on peut vérifier que les gaussiennes univariées s’inscrivent

dans ce schéma : )
1 (z—p I 1 2 p 1 2
-0 (5 ):exp(ﬁf”*r,zx ~ 907 18 (21 ),

La mesure dominante v est la mesure de Lebesgue, T1(z) = x, To(x) = —x2, 0 = (u/0?,1/(202))", et
2
Z(0) = exp K ) Voror.
202

EXEMPLE 4.6 Les lois Gamma sont paramétrées par ]0,00)?, la loi P, est définie par la densité sur ]0, 0o :

)\pmpfleszc
)= "—-——
pPa)\( ) F(p)

=exp(—=Az+ (p—1)logz — (logT'(p) — Alog(p))) -

On est dans le cadre des modeles exponentiels avec

0= <p:)‘1) et T(z)= (loz x) :

Dans ce chapitre, et le suivant nous collerons a la paramétrisation classique, avec p parameéetre de forme, et A
parametre d’intensité.
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On peut formuler dans le cadre des modeéles exponentiels en forme canonique, les gaussiennes mul-
tivariées, les lois gamma, les lois de Poisson, les lois géométriques, et bien d’autres familles de lois
usuelles.

Convezité du modéle exponentiel

La convexité joue un role essentiel dans 1’étude des modeles exponentiels, mais aussi dans la mise
en oeuvre des méthodes d’estimation.

THEOREME 4.7 Soient v une mesure o-finie dominante sur (X, F), et T : X — R F mesurable.
S’il n’est pas vide, I’ensemble

é:{e:eemd,zw) ;:/

0@y (da) < oo}
X

(le domaine de la fonction de partition) est convexe.
La fonction 0 — log Z(0) est convexe sur le domaine ©.

PREUVE. La preuve s’appuie sur l'inégalité de Holder. Soit 6 et ¢, tels que Z(0) < oo et Z(0') < oo.
Soit A € [0, 1]

/ A , 1-X
/e()\9+(17>\)9 T y(de) = /(e<9,T(z)>> (ew ,T(w)>) v(dz)

( / e<9’T(m)>V(dx))/\ « ( / e<‘9/’T(z)>u(dx)>1_)\ .

log Z (A0 + (1 —=N)¢') < AlogZ(0) + (1 — X)log Z(¢') .

IN

On a donc

O
Si © est non-vide, on peut choisir 8y € O et utiliser Py, comme dominante. La densité de Py par
rapport a Py, est alors

Z(0)
0— 0y, T(X))—1
eXp (< 0, ( )> Og Z(GO)) ’
on peut alors changer de paramétrisation et utiliser 6 — 6y a la place de 8. Le nouvel espace de parameétres
© — 6y contient alors 0.

Dans la suite, nous supposerons que la dominante est une loi du modele, et donc que 0 € O, on aura
UV = Po.

Identifiabilité du modéle exponentiel

Rappelons qu'un modeéle ou une expérience statistique est dite identifiable si deux parametres dis-
tincts définissent des lois distinctes. Dans les modeles exponentiels, 'identifiabilité est liée a ’irredon-
dance des statistiques T'(X).

DEFINITION 4.8 (MODELE MINIMAL OU DE PLEIN RANG) Un modéle exponentiel est minimal ou de
plein rang si et seulement si pour tout ¢ € IR¥, le vecteur aléatoire (¢, T(X)) n’est pas v-presque partout
constant.

PROPOSITION 4.9 Un modéle exponentiel en forme canonique est minimal (ou de plein rang) si et
seulement si il est identifiable.
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PREUVE.

=) Si 0 # 0 et pg(x) = pyr(x) v-presque partout, alors (6 — 0, T(z)) = log Z(0)/Z(8") v-pp. Ce qui
signifie que v-pp, (6 — 0',T(x)) est constant, ce qui contredit ’hypothése de minimalité.

<) Si un modele n’est pas minimal, il existe ¢ # 0 et b € R, tel que Py{(c, T(z)) = b} = 1. Dans ce cas
0 et 6 + ¢ désignent la méme loi de probabilité. Le modéle n’est donc pas identifiable. O

Régularité de la fonction de partition

Si 'ouvert © est non vide, la fonction de partition est infiniment différentiable sur ©. Et les diffé-
rentielles de log Z en 6 correspondent aux moments de Py. Ces propriétés, résumées dans la proposition
suivante, s’averent tres utiles pour aborder les problemes d’estimation, elles motivent les méthodes de
moments ou de vraisemblance (qui coincident ici) et permettent d’en étudier les propriétés.

THEOREME 4.10 La fonction 6 — log Z(0) est C* sur © = ©°.
De plus
Vieg Z(8) = Ep,T(X)
et
V2log Z() = varp, (T(X)).

Les preuves sont des exercices de convergence dominée. Pour donner une idée des arguments, on
vérifie la premiere identité en dimension d = 1.
La proposition suivante, intéressante en soi, jouera un role dans la preuve du théoréme.

PROPOSITION 4.11 Dans un modéle exponentiel canonique, si 0 € © (0 appartient a Uintérieur du
domaine de la fonction de partition), alors pour tout i < d, pour tout k € N,

o [|Ti(X)\’“} <.

PREUVE. Sans perdre en généralité, on se contente de vérifier la proposition en dimension 1.
On suppose 8 € ©. Donc pour |h| < hg, 8+h,6—h € O aussi. Cela entraine que sous Py, exp(|hT(X)|)
est intégrable, et que donc toutes les puissances de |T'(z)| le sont aussi. On peut donc affirmer que

/ IT@| T ()| Fu(dz) < oo
X

pour tout § € © et k € N. O
PREUVE. Pour établir la premiére identité en dimension 1, il suffit de s’intéresser & la dérivée de Z(6).

_ hT(z) _
2020 _ [ om0 e
h X h

Pour z, h fixés avec |h| < hg, avec [0 — ho, 0 + ho] C O,

‘ehT(a:) _ 1‘

< T (z)|elhoT @)
Al

< |T(x)] (ehoT(x) +e—hoT(m)) .
La proposition technique montre que

/ T T ()| (ehgT(w) n e—hoT(w)) v(dz) < oo,
X
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T (@) _q

on peut donc invoquer le théoréme de convergence dominée et limy_¢ - = T'(x) pour conclure
que
0+h)—Z(0
lim M :/ IT@ (2w (dz) .
h—0 X
Ce qui établit Vlog Z(0) = E¢T(X) (en dimension 1). O
La combinaison du theoreme et de la proposition @ nous livre une autre caractérisation de

I'identifiabilité.

PROPOSITION 4.12 Un modele exponentiel est identifiable si et seulement si en tout 0 € O, la
différentielle seconde de log Z est inversible (le Hessien est défini positif).

PREUVE. Supposons qu’en 6 € ©, le Hessien de log Z ne soit pas défini positif. Il existe alors ¢ € R*\ {0}
tel que
'V?log Z(0)c = 0.

D’apres le Théoréme 7 cela signifie que
¢t covy(T)e = varg({c,T)) = 0.

Cela entraine que (¢, T') est Pp-presque surement constant, que le modeéle n’est pas minimal et donc pas
identifiable (Proposition §.9).
La réciproque se démontre en notant que la chaine d’implications peut etre renversée. O

Entropie relative dans un modéle exponentiel

La paramétrisation semble si naturelle dans les modeles exponentiels qu’on est tenté de cacher les
lois derriere les parametres. Il est pourtant tres utile de disposer d’outils qui permettent de comparer les
lois indépendamment de la paramétrisation. Les divergences d’information sont 'outil adéquat. Nous
avons déja utilisé la distance en variation.

L’entropie relative permet elle aussi de comparer des lois plutot que des parameétres. Ce n’est pas
une distance entre lois mais elle posséde des propriétés remarquables. L’entropie relative entre deux
éléments d’une famille exponentielle se lit directement sur la fonction log Z(-) :

D(Py||Py) =log Z(0') —log Z(0) + (V1og Z(6),0 — 6.

Lorsque ¢’ tend vers 6,
1
D(Py||Pyr) ~ 5(0 = 0')'V*1og Z(6)(0 — 0") .

Ce calcul fournit une preuve concise de la relation entre identifiabilité et injectivite de 8 — V log Z(6).

PROPOSITION 4.13 S7 un modéle exponentiel est identifiable, alors
A:0— A(0) =ViegZ(0)

est injective sur ©.

PREUVE. On vérifie la contraposée.
D’apres 'expression de ’entropie relative dans les modéles exponentiels,

D(Py||Py) + D(Pw | Py) = (V1og Z(8) = Viog Z(8'),0 — ).

Si
Vlog Z(0) = Vog Z(6)
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alors
D(Fy||Py) + D(Py || Pg) = 0.

Comme ces deux quantités sont positives ou nulles, elles sont toutes les deux nulles et donc Py = Py..
Le fait que l'injectivité implique I'identifiabilité est trivial (compte tenu de I'observation V log Z(6) =
Eo[T(X))). O

Modéles exponentiels et méthode des moments

Nous sommes maintenant outillés pour vérifier que la méthode des moments fournit une recette pour
construire des estimateurs dans le cadre des modeles exponentiels.

THEOREME 4.14 Soit (RP, B(RP),© C R?) un modéle exponentiel en forme canonique de mesure
dominante v, défini par les vraisemblances

po(x) = exp ((0,T(x)) —log Z(0)) ,

ou T est une fonction mesurable de RP dans R, et ot

0 := {9 10 € RY, / exp((0, T(z)))v(dx) < oo} .
x
Le modele est identifiable si et seulement si
A:0— A(0) =VlegZ(0)

est un difféomorphisme de © dans A(O).
Si le modéle est identifiable, A(©) est un ouvert de R.

Nous avons vérifié que A est continuement différentiable et meme plus (Théoréme ) Nous avons
vérifié que le modele est identifiable si et seulement si la différentielle de A est inversible en tout 6 € ©
(proposition ) Nous pouvons donc invoquer le théoréme d’inversion locale (rappelé plus bas) en
tout 6 € © pour affirmer que pour tout 6 € O, il existe un voisinage ouvert V' de 6 et un voisinage
ouvert W de A(6), tel que A soit bijective de V' dans W, et d’inverse différentiable en A(#). On note au
passage que A(O) est ouvert.

THEOREME 4.15 (THEOREME D’INVERSION LOCALE) Soit E un espace euclidien, U C E ouvert,
f:U —= E continument différentiable, et yo € U.
Si la différentielle de f en yo (Df(yo)) est inversible, d’inverse (Df(yo))~' alors

i) il existe un voisinage ouvert V.C U de yo et un voisinage owvert W de xo = f(yo), tel que f
est bijective de V wvers W,

ii) Uinverse g de f sur W est différentiable en xq, de différentielle (D f(yo))™!.

Voir 'appendice E pour quelques rappels d’analyse.

Nous avons fait un peu plus que vérifier que les conditions du théoréme d’inversion locale en tout
0 € ©, nous avons aussi établi que A est injective sur ©. Nous somme donc en mesure d’invoquer le
théoreme d’inversion globale ci-dessous.
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THEOREME 4.16 (THEOREME D’INVERSION GLOBALE) Soit E un espace euclidien, U C E ouvert,
f : U — E continument différentiable (de classe C') et injective. Si la différentielle de f est
inversible en tout point de U, alors f(U) est ouwvert dans E, et f admet une inverse continument
différentiable sur f(U) (f est un difféomorphisme).

Le théoreme , justifie ’emploi de la méthode des moments : un modeéle exponentiel minimal en
forme canonique remplit les conditions suffisantes discutées a la fin de la sous-section {.2.
Sur le papier, nous disposons d’une méthode d’estimation : il « suffit » de résoudre I’équation : en ¥

T, =VlogZ(¥),

soit de définir 'estimateur comme A~1(T,,).

Il peut s’agir d’un probléeme calculatoire délicat, voire intraitable. Non seulement, il se peut que
I’équation n’ait pas de solution explicite (le cas gaussien est plutét un heureux accident), mais le simple
calcul de Z(0) pour 6 peut s’avérer un probléme difficile. De fait, les modeles graphiques (graphical
models) qui peuvent étre considérés comme un regard particulier sur les modéles exponentiels forment
une branche tres active de la statistique computationnelle.

EXEMPLE 4.17 On consideére encore le modele exponentiel défini par les lois Gamma :
ppa(z) = exp(—Az + (p — 1) log(z) — (logI'(p) — plog A))

pour z €]0, 00). Il s’agit d’'un modele exponentiel en forme (presque) canonique avec pour statistiques suffisantes
(log X, —X)". On a A(p,\)! = log Z(p, \)! = logI'(p) — plog \ et

I'(p)
P\ _ P\ _ [ T —log(A)
VA (/\) —VlogZ()\) - < ®) T .

(log X)n

Le systeme d’équations en p, A :

3
~
3
=

|
—
o
0]
=
>
=z
I

= Y’n
n’admet pas de solution explicite.

Dans la section suivante, nous allons voir la résolution de 1’équation T,, = Vlog Z(9) comme un
cas de maximisation de la vraisemblance. Comme la vraisemblance est ici une fonction concave de
0 qui appartient lui-méme a un ensemble convexe, cette facon de voir permet d’utiliser les outils de
I’optimisation convexe. Elle ouvre la voie aux techniques de résolution, ou si nécessaire, aux techniques
de relaxation.

4.5 PERFORMANCE DE LA METHODE DES MOMENTS DANS LES MODELES EXPONENTIELS

On peut résumer les performances des moments décrites ici en rappelant que si un modele exponentiel
canonique est minimal, alors la suite des estimateurs des moments (A~1(T,,)) est consistante.

On peut raffiner par un résultat de normalité asymptotique. Pour décrire la covariance asymptotique
des estimateurs au maximum de vraisemblance, nous introduisons les fonctions score, il s’agit du gradient
de la log-vraisemblance par rapport a 6, V£, (6). On note au passage que pour tout ¢ € O,

Vi, (9) =n(T, — Vieg Z(v)).

S'il existe ¥ tel que V,(9) = 0, alors par convexité de —£,(-), ce ¥ est un maximum global de
la vraisemblance. Si log Z(.) est strictement convexe, ce maximum de vraisemblance est unique. Le
maximum de vraisemblance est solution de I'équation T,, = Vlog Z(¥). La méthode des moments que
nous venons de décrire, dans ces modeles exponentiels minimaux en forme canonique, coincide avec la
méthode du maximum de vraisemblance.
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Dans un modele exponentiel minimal, pour tout # € ©, la fonction score en 6 est centrée :
Eq [V£,(0)] = Eg [n(T,, — Vlog Z(6))] = 0.

On peut calculer la covariance de la fonction score, qu’on appelle I'information de Fisher pour le modele
échantillonné n fois en 6 :
I,(0) :=Ey [Vﬂn(G)V&L(OH =nli(0).

Dans la suite, on notera I() := I(6), 'information de Fisher du modele échantillonné une fois. On a
I,(0) = V?1og Z(0)
Du théoréme central limite, se déduit la normalité asymptotique de v/n (Tn —VlegZ (9)), sous Pe®1N :
Vn (Ty — Vg Z(0)) ~ N (0,1(6)) .

Si on note ¢ la fonction 6 +— Vlog Z(6), I'estimateur au maximum de vraisemblance de ¢ est donné par
= Y(T,,). Le fait que 1 soit un difféomorphisme et la méthode delta (voir Appendice @) indiquent

que v/n (gn — 9) est asymptotiquement normale de matrice de covariance
(V21og Z(0)) 1 1(0)(V?1og Z ()t = 1(0)~*.

On peut conclure.

THEOREME 4.18 (NORMALITE ASYMPTOTIQUE) Si un modéle exponentiel canonique est minimal,
alors lestimateur du maximum de vraisemblance est aussi un estimateur des moments. La suite
des estimateurs au mazimum de vraisemblance est consistante et aprés centrage et normalisation,
elle est asymptotiquement normale :

Vi (Ba = 0) ~ N (0,10)7") .

4.6 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

L’étude de la méthode des moments décrite ici est inspirée de 'ouvrage de VAN DER VAART [4]. On
y trouve en particulier une démonstration du théoreme d’inversion locale.

L’entropie relative est un cas particulier de divergence d’information. Parmi les autres divergences
trés utiles en statistique figurent la distance de Hellinger ou son carré, la distance en variation, la
divergence x2. On trouve dans I'ouvrage de CSISZAR et SHIELDS [2] une exploration en profondeur des
liens entre ces divergences d’information.

L’entropie relative joue un role essentiel en théorie des grandes déviations. Une étude détaillée de
I’entropie relative et de ses relations avec la topologie de la convergence en loi est présentée par DEMBO
et ZEITOUNI [3].

L’introduction aux modéles exponentiels est inspirée de BICKEL et DoksuMm [l].
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MAXIMISATION DE LA VRAISEMBLANCE

5.1 MOTIVATIONS

Dans les modeles exponentiels, nous avons vu que la méthode du maximum de vraisemblance est
aussi une méthode de moments. Cette méthode du maximum de vraisemblance est étudiée un peu plus
en détail dans ce chapitre. On précise en particulier quelques conditions portant sur le support convexe
de la loi de la statistique suffisante 7' qui permettent de montrer que dans certains cas, le maximum de
vraisemblance est bien défini avec probabilité 1.

Le point de vue du maximum de vraisemblance nous conduit a étudier le phénomene de Wilks et a
construire des régions de confiance de taux de couverture asymptotique garanti, a partir de la normalité
asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance.

Nous terminons ce chapitre en examinant les rapports entre statistique et optimisation. Il est ten-
tant de dire que le travail du statisticien consiste & réduire un probléme d’inférence & un probleme
d’optimisation & confier aux numériciens. La méthode & un pas décrite en fin de chapitre montre que les
problémes d’optimisation issus de la statistique sont de nature particuliere et qu’ils doivent etre étudié
d’une maniere adaptée.

5.2 MODELES DOMINES ET VRAISEMBLANCE (BIS)

Dans toute cette section ) est un espace métrique complet séparable, et F la tribu des boréliens.
Une mesure ' sur (2, F) est dite absolument continue par rapport & une autre mesure o-finie v, si
et seulement si pour tout A € F, v(4A) =0 = 1'(A) = 0. On notera cela ' <.
L’absolue continuité garantit ’existence d’une densité (ou dérivée de Radon-Nykodym) notée ‘;—’;'
sur 2 qui vérifie )
VAEF, v(A)= / 1A<x)%(x>du<x).

Une mesure et en particulier une loi de probabilité est complétement définie par une densité (mais une
mesure peut avoir plusieurs densités, deux densités peuvent représenter la méme mesure, elles different
éventuellement sur un sous-ensemble de v-mesure nulle).

DEFINITION 5.1 Une collection P de lois de probabilités sur (€, F) est dominée si il existe une mesure
o-finie v sur (2, F) telle que tout P € P soit absolument continue par rapport a v (VP € P, P <v).

Certaines collections de lois ne sont pas pas dominées. L’ensemble de toutes les lois de probabilité
sur R par exemple n’est pas dominé.

EXEMPLE 5.2 L’ensemble des lois gaussiennes sur R avec une matrice de covariance définie positive est dominé
(par exemple par la mesure de Lebesgue sur ]Rd). Si on ajoute les lois gaussiennes a matrice de covariance pas
toujours définie positive, le modeéle n’est plus dominé.

Dans le cadre des modeles/expériences statistiques, on parle de mesure dominante. Un modéle
dominé admet en fait une infinité de mesures dominantes possibles, il faut en choisir une. Ce choix est
un choix de convenance. On peut vérifier qu’il n’a pas d’effet sur les méthodes d’inférence qui utilisent
des méthodes de vraisemblance.

Une fois le choix de la mesure dominante arrété, il faut « choisir » pour chaque loi de P une densité
par rapport & la dominante. Le choix d’une version de la densité plutdét que d’une autre peut modifier
les performances de la méthode. Un choix pathologique peut dégrader ces performances de maniere
spectaculaire. Si le modeéle est paramétré par O, on notera (souvent) pg la densité de la loi Py, 0 € ©.
La vraisemblance est une fonction de © x Q qui & (6, z) associe pg(x). Dans une expérience produit, la
vraisemblance est une fonction sur © x Q x ... x Q qui & 6,2, ...z, associe [[;—, po(z:).

EXEMPLE 5.3 Pour les gaussiennes univariées on peut prendre comme dominante la mesure de Lebesgue, la
vraisemblance en (0 = (i, 0),x1,...,%n) s’écrira

g (Tt 11 n(Xn — )2 X (1 — Xn)?
11 (=) n/2ﬂexp<_ ( w? ( )>

g p—
o T (2m) 202 202

i=1

o1



ou encore

202 202 202

On peut aussi choisir comme mesure dominante la gaussienne standard N(0, 1).

11 KT NS DA TR T
G = exp (7 Dic +92 2 i {ad ]

EXEMPLE 5.4

EXEMPLE 5.5
5.3 MAXIMISATION DE LA VRAISEMBLANCE

L’inférence par la méthode du mazimum de vraisemblance (la maximisation de la vraisemblance)
consiste, étant donné I’échantillon 1, ..., x,, a choisir § qui maximise py(z1,...,z,) dans O :

0= argmax{pg(z1,...,2,),0 € O}

Cette démarche doit d’abord étre motivée. Pourquoi devrait-elle étre prometteuse ? On doit ensuite
en étudier les propriétés. Est-elle bien définie ? (Le maximum existe-t-il 7 Est-il unique ?) Le maximum
est-il calculable efficacement ?

Si le maximum de vraisemblance est bien défini (au moins avec une probabilité qui tend vers 1 quand
la taille de I’échantillon tend vers 'infini), s’agit-il d’une méthode consistante d’estimation ? Est-elle (au
moins) asymptotiquement gaussienne ? Comment se comporte son risque quadratique ? Cette méthode
posseéde-t-elle des vertus particulieres ?

Les remarques sur 'entropie relative au chapitre précédent fournissent une motivation informelle de
Iestimation au maximum de vraisemblance. Supposons les données collectées indépendamment sous Py.
Soit Py, une autre loi. On suppose D(FPy||Py) < oo, c’est-a-dire que logpp(X)/pe:(X) est intégrables
sous Py. La différence entre les log vraisemblances notées

En(ﬂ,Xh...,Xn) et ﬂn(ﬁ’,Xl,...,Xn)

est alors une somme de variables aléatoires indépendantes, intégrables sous Py, d’espérance D(Py|| Py).
La loi des grands nombres nous indique que Py presque slirement,

1
- (0n(0,X1,..., X)) — 0, (0, X1,..., X)) = D(Py||Psr) >0
si Py # Pj. Sile modele © est dénombrable, cela fournit une preuve de consistance. Dans le cas général
il faut développer un argument formel.
Nous allons le faire dans le cadre des modeles exponentiels.

5.4 MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE DANS LES MODELES EXPONENTIELS CANONIQUES

L’estimation par maximisation de vraisemblance est invoquée dans des cadres beaucoup plus géné-
raux que celui des modeles exponentiels. Son étude et sa justification sont grandement facilités dans
le cadre des modeles exponentiels. Elle permet de revisiter la méthode des moments décrites dans le
chapitre précédent.

Le support d’une loi de probabilité sur R* est le plus petit fermé de mesure 1 sous cette loi. Dans la
suite, on définit le support convexe d’une loi de probabilité sur RF, comme le plus petit convexe fermé
de probabilité 1 sous cette loi (est-ce une partie mesurable ? pourquoi?).

Dans un modele exponentiel de plein rang/minimal, toutes les lois Py, 8 € © ont méme support, et
donc meme support convexe, (en raison de I’absolue continuité des lois les unes par rapport aux autres).
Ici nous nous intéresserons au support convexe de la loi de T'(X) plutot qu’a ce lui de la loi de X. Nos
statistiques sont construites & partir de T(X1),...,T(X,). On pourra donc parler de support convexe
du modele exponentiel.

Nous avons vu dans la section précédente que I’ensemble {IEyT(X) : 6 € O} est un ouvert, et que
c’est 'image de © par la fonction § — Vlog Z(#). Nous allons voir dans cette section un autre point de
vue et développer un argument ad hoc pour montrer que 6 — Vlog Z(0) est un difféomorphisme.

D’une maniere générale si la log-vraisemblance d’un n-échantillon s’écrit comme

9 = L (9) = n (9, Tn(X)) — log Z(9))
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le probléeme de la maximisation de la vraisemblance se décrit comme

Entrée : t € R”
Résultat : 6 = arg max [(9,t) —log Z(V)] si existe.
€

Il faut avoir en téte que meme dans un modele exponentiel en forme canonique, le maximum de
vraisemblance n’est pas toujours bien défini.

EXEMPLE 5.6 Considérons le modéle des lois géométriques avec une paramétrisation canonique :
po(k) =e "%’ —1) = exp (—6’k + log(e’ — 1)) pour k=1,..., 6€0O=]0,00).

Si I’échantillon est une suite de 1 (ce qui se produit avec probabilité > 0 sous Py, 6 € ©), la log-vraisemblance
s’écrit
£n(9) =nlog (el9 — 1) —nd = nlog (1 — efﬂ) .

Elle est concave et croissante sur ©. Elle tend vers son supremum (fini) lorsque ¥ — oo, c’est a dire lorsque ¥
tend vers la frontiére de ©. Le maximum de vraisemblance n’est pas défini.

Cet exemple jouet est plein d’enseignements. Dans ce modele exponentiel, log Z(9) = —log(e” — 1) et
Viog Z(9) = —e?/(e? — 1). La moyenne empirique de la statistique suffisante —X,, appartient & (—oo, —1]. Il
existe ¥ € O tel que Vlog Z(¥) = —X,, si et seulement si X,, > 1. Lorsqu’elle existe la solution de Vlog Z(¥J) =
— X, réalise alors le maximum de vraisemblance.

Nous verrons qu’il s’agit d’un phénomeéne général. Lorsque la statistique suffisante prend une valeur située
sur la frontiére de I’enveloppe convexe du support de la mesure dominante, il se peut que le maximum de vrai-
semblance ne soit pas défini. La probabilité de ce genre d’événement tend vers 0 lorsque la taille de 1’échantillon
tend vers 'infini.

Notons aussi que cet échantillon extréme met la méthode des moments en défaut.

Nos objectifs sont :

i) caractériser les situations ol le maximum de vraisemblance n’est pas défini;
ii) montrer que la probabilité de ces situations tend vers 0 lorsque la taille de I’échantillon tend vers
I’infini ;
iii) montrer que dans certains modeles, cette probabilité est nulle.

Nous débutons par une observation élémentaire mais importante.

PROPOSITION 5.7 Dans une famille exponentielle canonique, sur tout échantillon w, la log-
vraisemblance €,(0) est concave par rapport au paramétre 0. Si le modéle est identifiable, €, ()
est strictement concave.

PREUVE. Immédiate a partir de 'expression et de la convexité de 6 — log Z () sur ©. O

Est-ce suffisant pour garantir que le maximum de vraisemblance existe 7 Non, une fonction linéaire
sur IR est concave et pourtant elle n’admet pas de maximum (sauf si elle est nulle). Cela garantit tout
de méme que la région de R* ol le maximum de vraisemblance est éventuellement atteint est convexe.

PROPOSITION 5.8

i) Si Uéquation t = Vlog Z(0) admet une solution 8 dans ©, cette solution mazimise (t,0) —
log Z(6).
it) Si 0 mazximise 0 — (0,t) —log Z(0) a Uintérieur de © alors t = Vlog Z(0).
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Dans I’étude des fonctions convexes, la sous-différentielle d’'une fonction convexe f en x € RP est
un sous-ensemble (non vide, compact, convexe) de RP de points A tels que pour tout y dans le domaine
de f,

fy) = flx) + A (y —2)) .

On note df(z) la sous-différentielle de f en z. Les éléments de la sous-différentielle sont appelés sous-
gradients.

Tout minimum local d’une fonction convexe est un minimum global. Un point x est un minimum
de la fonction convexe f si et seulement si 0 € 9f(x).

Une fonction convexe f est différentiable en un point z € RP de l'intérieur de son domaine de
définition si et seulement si sa sous-différentielle est réduite & un point.
PREUVE.
i) Pour tout 6,

(t,0) —log Z(8) — (t,0) + log Z(0) = log Z(6) — log Z() — <V10g 2(8),0 — §> .

Le membre droit est positif en raison de la convexité de 6 — log Z(6).
ii) Si 6 € © vérifie (0,t) — log Z(0) > (0,t) — log Z(#) pour tout § € O, on a pour tout § € ©

o~ o~

log Z(0) > (t,0 — 0) +1og Z(6) .

Ceci signifie que ¢ est un sous-gradient de 6 — log Z(0) en 5, qui est réduit a Vlog Z (@\) en raison de la
différentiabilité dans ©. g

Avec cette proposition, nous venons de vérifier que 6 — (0,t) —log Z(0) atteint son supremum dans
O si et seulement s'il existe § € © tel que t =VlogZ (5), autrement dit que la méthode du maximum
de vraisemblance fonctionne exactement la ot fonctionne la méthode des moments (lorsque le choix des
moments est dicté par les statistiques suffisantes dans le formalisme canonique).

Dans la suite, on définit 90 = © — O la frontiére de ©. Notons que 9O peut éventuellement contenir
des points a l’infini.

Pour une suite (6,,) d’éléments de © ouvert de R?, on s’accorde pour interpréter 6,, — 90 de la
fagon suivante. On a soit 8, — 6 avec 6 ¢ ©, soit ||0,,| — oco.

Rappelons que si © C R? est ouvert et si f : © — R est continue et vérifie limg_,90 f() = —o0,
alors f atteint son maximum dans ©. La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de
la concavité et de la régularité de la log-vraisemblance dans les modeles exponentiels de plein rang.

PROPOSITION 5.9 8% la fonction log-vraisemblance 0 — £,,(0) est strictement concave et si elle tend
vers —oo lorsque 6 tend vers 00 = © \ O, alors le maximum de vraisemblance est atteint en un
point unique de ©.

EXERCICE 5.10 Vérifier les conditions d’existence et d’unicité du maximum de vraisemblance dans les modeles
Poisson, géométrique, multinomiaux.

Quels sont les supports convexes de la mesure dominante dans ces différents cas ?

Nous utiliserons le résultat suivant de convexité qui est un cas particulier du théoreme de Hahn-
Banach géométrique. En dimension finie, ce résultat peut etre vérifié par des arguments simples [[].

THEOREME 5.11 (HYPERPLAN SEPARATEUR) Soient A, B deuz sous-ensembles convezes de RY. Si
AN B =0 alors il existe c € R?, tel que

S ,o) < inf (z,c) .
mgg(f ¢) < inf(z,c)
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THEOREME 5.12 Dans un modéle exponentiel canonique minimal ot © = &) (le domaine O de la
fonction de partition est un ouvert), sity € RF appartient a lintérieur du support conveze de la loi
de T(X) pour le modéle, la fonction

60— (0,tg) —log Z(0)

est strictement concave et elle tend vers —oo lorsque 0 tend vers 00 = © \ ©.

REMARQUE 5.13 Dans un modele exponentiel canonique minimal, O n'est pas toujours ouvert. On peut choisir
comme dominante une loi de densité proportionnelle & exp(—|z|)/(1 + |z|*) et comme statistique suffisante |z|.
L’ensemble © est alors (—oo, 1]. Le support de la dominante est R. L’ensemble des valeurs possibles de dl%ez(g)

est borné.

Commengons par expliciter la condition « ¢ appartient a I'intérieur C° du support convexe C de la
mesure dominante ».

PROPOSITION 5.14 Dans les conditions du théoréme , st t appartient o lintérieur C°, du
support conveze C de la loi de T(X) por le modéle, alors pour tout ¢ € R* \ {0}, pour tout 6 € ©,

Py {{c,ty < {c,T(X))} >0.

PREUVE. Soit ¢ un point de I'intérieur du support convexe C°, et § € ©, Supposons qu’il existe ¢ €
R*\ {0}, avec
Py{(c,t) = (¢, T(X))} =1.

Cela implique que le support convexe de la loi de T" sous Py est inclus dans le demi-espace

{y:yeR" (ct) = (cy)}

D’apres le théoréme de séparation, ceci contredit I’hypothese selon laquelle ¢ appartient & 'intérieur du
support convexe de la loi de T(X) sous Py. O
PREUVE. [Preuve du théoréme } La stricte concavité a déja été démontrée.
Comme ¢y appartient a 'intérieur du support convexe C' de la mesure dominante, pour toute direction
c et tout 6 € O,
Py {<C, t0> < <C,T(X)>} >0

Considérons une suite (6,,)men d’éléments de © C R¥, qui tend vers 90.
a)Sif, -necdONRF (n ¢ 0O, et donc comme O est supposé ouvert, Z(n) = oo). Comme log Z
est continue, on en conclut que log Z(6,,) tend vers 'infini lorsque 6,, tend vers 7, et que donc

<9m7 t0> - log Z(em)

tend vers —oo lorsque 6,, tend vers 7.

b) Considérons maintenant le cas ol ||6,,| tend vers oo. On suppose sans perdre en généralité que
la mesure dominante est une probabilité Py (voir page {4).

Comme la suite 6,/ ||0,|| est bornée (confinée dans la boule unité de R¥), elle posséde au moins un
point d’accumulation. Appelons le 7 (encore), et supposons que log Z(n) < oo (si nécessaire, prendre
un multiple de 7). Il existe une sous-suite de la suite (6,,) qui se dirige vers l'infini dans la direction de
7. Sans perdre en généralité, admettons que c’est toute la suite (6,,) qui se dirige vers l'infini dans la
direction de 7.

Dans le calcul qui suit, 6 > 0 est tel que

Py {<’I’],T(X)> > <77,t0> + (S} >0.
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L’existence de § est garantie par 'hypothese que ty € C°.

log Z(0,,) = loglEg [e<9m,T(X)>]

> IOgEO |:e“9mH< HZ:Z\I 7T(X)>]I< ||9m|\ Ty>( HgmH t0>+5:|
Oml? - Om |’

Y

Om, Om,
(Ot} + 105+ 108 Py { (020, T) 2 (02 10) +8].

Comme ) 0
lim sup log P, { Ty > (R +(5}
o log P 4 (g, 1 ) = g, )

est finie (convergence dominée, HZﬁ —n €O ettye C°),on en déduit que £, (0,,) tend aussi vers —oo

lorsque (6,,) tend vers 0© dans la direction 7.
O
Le théoreme entraine le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.15 Dans un modéle exponentiel minimal dont le domaine est ouvert, si la frontiére
du support conveze est de mesure nulle sous la dominante, alors le maximum de vraisemblance est
presque strement bien défini.

5.5 PHENOMENE DE WILKS ET REGIONS DE CONFIANCE

Dans toute cette section, on travaille sur un modele exponentiel minimal en forme canonique de
dimension k (© C RF ou © est l'intérieur du domaine de la fonction de partition Z du modele. Le
vecteur des statistiques suffisantes est noté T').

Nous aurons encore recours a la notion d’information de Fisher. La matrice d’information de Fisher
1,,(0) est définie par

I,(0) := Eg [V, (0)VE,(0)']

ou le gradient de la log-vraisemblance L (9, 21,...,2,) est pris par rapport & ¢ en 6. Ce gradient est
une fonction de T, il vaut B
n (T, —VlegZ(9)) .

Comme Ey[T,,] = Vlog Z(6),
I,(0) :==n”covg (T) = ncove(T) =nV?>log Z(6) = nl(f).

Lorsqu’il s’agit de construire des régions de niveau de confiance asymptotique garanti, ou des tests de
niveau asymptotique garanti, on s’intéresse a la construction de quantités pivotales, c’est a dire de quan-
tités qui font intervenir a la fois I'estimande et des quantités empiriques mais dont la loi asymptotique
est libre de 'estimande. Les résultats sur la normalité asymptotique du maximum de vraisemblance
dans les modeles exponentiels nous fournissent déja des éléments : le fait que

Jrl(6)/? (én - 9) s N (0,1dy,)

conduit naturellement & une construction de région de confiance,

{9' ‘n HI(G’) (0. -0) H2 < qk,la}

Ol gk, 1—o est le quantile d’ordre 1 —a de la loi x7. Cette région de confiance peut étre rendue plus trans-
parente en substituant & I'information I(6’) la quantité empirique fn = I(gy). La région de confiance
devient alors un ellipsoide centré en é\n. Cette construction n’est pas la seule possible et pour des
tailles d’échantillon modérées, ce n’est pas la plus recommandée : la convergence en loi du maximum
de vraisemblance recentré vers une gaussienne n’est pas toujours rapide.
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Le résultat suivant qui reste valable pour des modéles plus généraux, offre une technique simple et
souple de construction de régions de confiance. Les régions de confiance ne sont pas nécessairement des
ellipsoides, elles ne sont pas nécessairement symétriques autour du maximum de vraisemblance.

THEOREME 5.16 (PHENOMENE DE WILKS) Dans un modéle exponentiel canonique minimal (Py, 0 €
O C RFY), pour tout 0 € O, sous PEN,

20D (Ryl|P, ) ~ i

et
P

nD (PollFy, ) = (€a(Ba) = a(0)) 2> 0.

L’ingrédient essentiel de la preuve est une variante de la méthode delta.

THEOREME 5.17 (METHODE DELTA AU SECOND ORDRE) Soient

i) (an)n une suite positive qui tend vers linfini.
ii) (Xn)n une suite de variables aléatoires d valeur dans RF.
i) X une variable aléatoire a valeur dans RF.
iv) © € RF.
v) f une fonction de R* dans R, deux fois différentiable en x, de différentielle nulle en x, et dont
le Hessien en x est noté V2f.

Si
alors

i) Xn 5 ;

ii) aZ (f(Xn) = f(x) — a2}
iii) a2 (f(Xn) — f(2)) ~ 1X

PREUVE.[Preuve du Théoréme ] La preuve est calquée sur la preuve de la méthode delta au premier
ordre. La clause i) a déja été établie.
Les hypothéses sur f entrainent l’existence d’une fonction R de R* dans R telle que

Fl) = J(@) + 5y = 2 V2 (y = 2) + R(y — 2)

avec |R(h)| = o(||h||?). Soit,

(F(X) = J(@) — 5 (X =)' V2 (X, — )

R(X, —x)

La preuve de la clause ii) consiste a vérifier que a2 R(X,, — x) converge en loi (et donc en probabilité)
vers 0.

La tension uniforme (voir Théoréme ) de la suite (a, (X, — x)),cn entraine que pour tout n > 0,
il existe M(n) > 0, tel que pour tout n

P {azl|Xn — 2| > M(m)} <.
Pour tout § > 0, il existe €(d) > 0 tel que

1h]* < €(8) = R(h) < 6%||h]|.
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Pour n assez grand, M (n) < a2¢(d), d’ott
P{a}R(X, —x) > 6*M(n)} <.
Si on choisit ¢ de fagon a ce que §2M(n) < 1, on a donc pour n assez grand
P {a)R(X, —2) > n} <7.

Comme on peut choisir 1 arbitrairement petit, on a établi la convergence en probabilité de a2 R(X,, — )
vers 0.
La clause iii) est 14 encore une conséquence directe du Lemme de Slutsky. Si la différence de deux
suites aléatoires converge en probabilité vers 0, elles ont méme limite en loi. O
Nous pouvons maintenant passer a la preuve du Théoreme .
PREUVE. La fonction 8’ — D(Py||Py/) posséde un gradient nul en € et son Hessien est égal & I(9).
La normalité asymptotique du maximum de vraisemblance et la méthode delta au second ordre
entrainent que sous P(;X)N

nD (Pl B;,) 5 (6, - e)t 10) (8, 0) 2> 0.

Ceci établit la premiére partie du théoréeme.
Notons tout d’abord que lorsque le maximum de vraisemblance est bien défini,

00(0) — £,(6) = nD (Pgnnpg) .

La fonction ' — D(Py||Py) est C* en 6, de gradient nul et de Hessien (lui aussi) égal a I(0) en 6/ =
Les mémes arguments entrainent que sous P(?]N

nD (P I1P0) ~ o (6, - e)t 10) (8, 0) "> 0.

Ceci établit la seconde partie du théoréeme. O
Considérons maintenant la région aléatoire définie par

~ ~ 1
Ap(a) == {0’ 10" €0,0,(0,) — £,(0) < qu,l_a} .

Un corollaire immédiat du Théoreme suit.

COROLLAIRE 5.18 Dans un modéle exponentiel canonique minimal (Py,0 € © C R¥), pour tout
0 € O, sous P9®]N, la suite de régions A,(«) est de niveau de confiance asymptotique 1 — « :

liTILnPgL {0 € A\n(a)} =1-a.

5.6 METHODE A UN PAS (ONE-STEP) DANS LES MODELES EXPONENTIELS

Dans cette section, nous considérons encore un modele exponentiel identifiable, en forme canonique.
Nous conservons les notations des sections précédentes. L’espace des parametres est noté © C R*. On
suppose 0 € O. #° € © désigne la valeur du paramétre sous laquelle on effectue 1’échantillonnage (« la
vraie »). La statistique suffisante est dénotée par T'(X). Elle est & valeur dans R¥. On note £, (9) la
log-vraisemblance en ¢ pour un n-échantillon (elle n’est pas normalisée). Lorsqu’on écrit V£, (1), on
désigne le gradient de la log-vraisemblance par rapport au parameétre (la fonction score) pris en 9. On
note V2/,,(9) le Hessien de la log-vraisemblance par rapport au parametre (I’information empirique)
pris en 9.

En étudiant la méthode du maximum de vraisemblance dans les modeles exponentiels, nous avons
réduit le probléeme de la construction d’un estimateur ponctuel au probléme de l'optimisation d’une
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fonction concave et tres réguliere (infiniment différentiable) sur un domaine convexe. On peut en retirer
I'impression que le probleme de I'estimation dans ces modeéles exponentiels n’est plus une question de
statistique, mais un probléme technique de numéricien. Si le domaine d’optimisation n’est pas trop com-
pliqué, 'analyse numérique met & notre disposition une quantité de méthodes éprouvées pour approcher
efficacement le maximum de vraisemblance. Ces méthodes sont (en général) itérative. A chaque pas,
on calcule le gradient de la log-vraisemblance, éventuellement son Hessien ou une approximation, et on
met a jour une estimée courante. On peut se demander si le fait de ne calculer qu'une approximation du
maximum de vraisemblance dégrade la performance statistique. Quand on pose cette question, on réalise
que le statisticien qui utilise une méthode numérique n’est pas dans la méme situation que ’analyste.
Ce dernier optimise une fonction en principe parfaitement connue. Le statisticien doit maximiser

U= (9, T,) —log Z (V)
alors qu’il souhaiterait optimiser
P (9, Viog Z(0)) —log Z(V) .

Dans ces conditions, il n’est peut étre pas utile d’optimiser complétement la log-vraisemblance et on
peut se demander si un critére d’arrét bien choisi pour les algorithmes itératifs ne permettrait pas
d’épargner des ressources calculatoires sans dégrader les performances statistiques. Cette question se
pose de maniere répétée en statistique mais aussi en apprentissage.

Dans le reste de cette section, nous allons vérifier que convenablement initialisée, une méthode
itérative classique, la méthode de Newton peut s’avérer trés performante : il suffit d’une itération (un
pas, one step) pour obtenir un estimateur, dont les performances sont asymptotiquement de méme
qualité que I'estimateur du maximum de vraisemblance.

En optimisation convexe, la méthode de Newton peut étre brievement décrite comme suit. Supposons
f une fonction strictement convexe deux fois différentiable sur R (pas de probleme de contraintes) et
supposons que nous disposons de boites noires (oracles) capables en chaque z € R¥ de renvoyer gradient
Vf(z) et Hessien V2 f(x). Le probléme consiste a déterminer 2* qui minimise f sur R¥, c’est-a-dire la
solution de V f(z) = 0. Pour une estimation initiale 2°, ’algorithme de Newton définit une suite (2*);
par la récurrence :

g =ab — oy (V2 f (") IV (),

ol v, > 0 est taille du k™€ pas, & déterminer par une optimisation approximative en dimension 1 (on
peut se contenter de convenir v, = 1). Un critére d’arrét suggéré dans les livres d’optimisation est

V)T (V2 f(@*) TV f(a¥) < tol

ol tol > 0 est une tolérance fixée a priori (en fonction de la précision machine par exemple).

L’étude de la convergence de la méthode de Newton postule des conditions sur le conditionnement
du Hessien a 'optimum (ici la matrice d’information de Fisher). Lorsque ces conditions sont remplies, la
méthode de Newton converge tres rapidement : il existe une constante x > 0 telle qu’a chaque itération,

K(F(EY) = @) < (k(F(Y) — f2™)°

Si k(f(z") — f(z*)) < 1, 'erreur décroit doublement exponentiellement avec le nombre d’itérations.
Nous n’allons pas prendre cette direction, mais examiner le résultat du premier pas de la méthode de
Newton (avec to = 1).

Dans la suite 0,, désigne un estimateur (pas forcément un estimateur au maximum de vraisemblance).
On suppose que la suite (gn)n est consistante et asymptotiquement normale. On note J (00) la covariance
asymptotique de /7 (6, — 6°). i

On définit 'estimateur & un pas (one-step) 6, comme l'estimateur obtenu en appliquant un pas de
la méthode de Newton pour approcher le maximum de vraisemblance en partant de gn :

O := 0, — (V2L (6,) 'V, (6y,) .

On continue de noter Iestimateur au maximum de vraisemblance 6,,. On note (6°) la matrice d’infor-
mation de Fisher en 6° (1(8°) = V2log Z(0°)).
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PROPOSITION 5.19 Dans un modele exponentiel identifiable, pour tout 6 € ©, sous Pé@]N, la suite
des estimateurs a un pas (0,), est consistante, aprés centrage et normalisation, elle a le méme
comportement asymptotique que la suite des estimateurs au maximum de vraisemblance,

v (0, —60°) ~ N(0,1(6°)71).

REMARQUE 5.20 Au prix de plus d’efforts, on peut établir cette propriété dans une classe de modeles beaucoup
plus large.

La proposition suivante est triviale. C’est néanmoins une observation qui sert a orienter beaucoup
d’études. Dans de nombreuses situations, on cherche a montrer qu’une suite d’estimateurs convenable-
ment recentrée et renormalisée se comporte comme la fonction score évaluée au parametre qui définit
I’échantillonnage.

PROPOSITION 5.21 Pour tout 6 € O, sous PgmN, la fonction score en 0 est asymptotiquement
normale de matrice de covariance égale d la matrice d’information de Fisher :

%wn(o) ~ N(0,1(6)) .

Une conséquence immédiate est : sous PgmN,

%I(@)*lﬂwn((a) ~ N(0,1dy)

avec la convention habituelle que A = I(6)'/? vérifie AA* = I(6) (on peut choisir un facteur de Cholesky
ou construire A a partir de la décomposition en valeurs singuliéres).

PREUVE. [Proposition ] C’est une conséquence immédiate du théoreme central limite multivarié et
des observations :

[
NE

Vi (0) (T(X3) = Vieg Z(0))
ET(X;) = glog Z(0) Sous Py
cov(T(X;)) = 1(0) Sous Py .

PREUVE. Pour établir la proposition , nous allons vérifier que sous P9®N,
. 1
Vi (6, —0) — 1(0) "' —=V£,(6) = 0.

Le résultat recherché suit de la proposition .
Pour toute constante M > 0,

V00 (0) — Vi, (9) + V2, (0) (9 — 0)|| — 0.

=
sup —
9:0€0,all9—o <M VI

En effet dans un modele exponentiel

Vi, (9) =nT, —nVleg Z(¥) et  V2,(9) = —nV2log Z(9).

60



On injecte dans I'expression a étudier

1

sup —

oe/alo—ol<m VI |

= sup Vn||Viog Z(0) — Vg Z(9) + V*log Z(6) (9 — 0)]| .
9/ 90l <M

V0, (8) = Vi, (9) + V2, (6) (9 — 0) |

Pour tout 6°,
Vg Z(0) — Viog Z(9) + V21og Z(0) (¥ —0) = R(V—6)
avec |R(9 — 6)| = o(||0 — 0])).

sup Vn||Viog Z(6) — Vg Z(9) + V?1og Z(6) (¥ — 6)||
9 yl9— 0]l <M

= sup  V/n|R(9 —0)]
Ie/l|9—6]| <M

= Vno(M/Vn).

La convergence du supremum est vérifiée pour toute suite d’échantillons dont la taille tend vers I'infini
La suite %V%n(@n) admet une limite en probabilité/presque siire. En effet,

1 ~ ~
Evzen(e) = —V?logZ(6,)

qui tend vers —V2log Z(0) = —I(0) en probabilité si (6,,) est une suite consistante, presque sirement

si (6,,) est une suite forcément consistante d’estimateurs. En effet, la fonction ¢ — log Z (1) est C*° sur
I'intérieur du domaine de définition ©.

Vv (0, —0) — 1(9)_1%V€n(9)

~ Jn (én — 9)
9 ~ —1
- ((W) v <I<9>>—1) 2200
+(1(9))71% (Vea(8) — VEu(6))
= v (6. -0)

0" = (F10a Z(0) ) Z=51,(01)

+(1(0)) "'V (V10g Z(6) — Vog Z (7))

N

+ ((V2 log

La méthode § au premier ordre, la somme du premier et du troisieme terme converge en probabilité
vers 0.
Le deuxiéme terme s’écrit

((v2 log Z(6,))~! — (V2log Z(G))_1> Ve (0,)

1
NG
= ((v2 log Z(6,))"! — (V2log Z(e))—l) NG (Tn — Vg Z(0) + Viog Z(6) — Vlog Z(én))
= (V2108 2(8.) " = (V2108 2(0)) ") v/ (T = Vlog 2(6)

+ ((v2 log Z(6,))"" — (V2 log Z(G))*l) NG (v log Z(6) — V log Z(ﬁn)) .

Le facteur ((V2 log Z(60,))~ — (V?log Z(9))_1> converge en probabilité vers 0. Le facteur /n (T, — Vlog Z(6))

converge en loi vers N(0,1(f)). Le premier terme converge donc en probabilité vers 0. Le facteur
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vn (V log Z(0) — Vlog Z(gn)) converge en loi vers N (0,1(6)J(0)I(0)). Le second terme du membre
droit converge donc lui aussi vers 0 en probabilité.

La suite v/n (6, — ) admet donc une limite en loi N'(0,1(f)~!). Cest aussi la limite en loi de
lestimateur du maximum de vraisemblance recentré et renormalisé. O

REMARQUE 5.22 Pour compléter 'argument, il faudrait se convaincre que I(9)~! est la plus petite covariance

possible (dans l'ordre semi-défini positif) pour une suite d’estimateurs asymptotiquement normale.

Par ailleurs, la mise en oeuvre de la méthode a un pas peut elle-méme étre problématique. Il faut disposer
d’un estimateur initial. Et il faut pouvoir calculer le gradient et le Hessien de la fonction de partition.

Enfin, la proposition m est un énoncé asymptotique. Qu’apporte-t-il au praticien qui doit travailler sur
un échantillon fini?

5.7 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

Au dela des modeles exponentiels les plus simples et les plus classiques, les modéles graphiques (gra-
phical models) [5] forment un outil de modélisation trés expressif. Ces modéles exponentiels permettent
d’aborder des questions de causalité. Ils forment des défis calculatoires. Leur étude est un des moteurs
de la statistique computationnelle.

L’optimisation convexe joue un rdle croisant en statistique computationnelle et en théorie de ’ap-
prentissage statistique [[I]. Un_panorama récent des résultats et méthodes d’optimisation utiles aux
statisticiens peut étre lu dans [2].

La méthode delta remonte & [B], elle est exposée, illustrée et généralisée dans [4].

Le livre de BOYD et VANDENBERGHE [[l] est une introduction & loptimisation convexe qui illustre,
motive et analyse la méthode de Newton. Une version beaucoup plus générale des propriétés asympto-
tiques la méthode a un pas est établie dans [4]. Le probléme posé par 'arrét des méthodes itératives en
statistique et en apprentissage continue de susciter beaucoup d’intérét.
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TESTS

6.1 INTRODUCTION

Dans les trois chapitres précédents, nous avons considéré des modeles outrageusement simples, ré-
gulierement paramétrés par des parties de R*. Nous nous sommes concentrés sur l'estimation des
parametres, ou sur des questions de décision concernant ces parametres. Les modeles que nous avons
étudiés étaient des modeles dominés. Nous avons pu choisir des fonctions de vraisemblance continues
en les parametres et mémes plusieurs fois différentiables. Ce fut I'occasion d’établir quelques propriétés
des méthodes de maximisation de la vraisemblance. L’estimation au maximum de vraisemblance n’est
pas le seul usage qu’'un statisticien peut faire d’une fonction de vraisemblance. Dans ce chapitre nous
allons aborder les questions de test avec des méthodes qui utilisent une fonction de vraisemblance. Nous
n’allons pas nous restreindre aux modeles paramétriques, mais envisagé des modeles dominés ou les lois
sont paramétrées par leur densité ou la racine carré de leur densité. L’écart entre lois sera évalué par
des divergence d’information (distance en variation, entropie relative et distance de Hellinger).

Nous revenons d’abord au probléme de la conception de tests, en particulier sur la conception
de tests d’hypotheses binaires. La section présente une preuve compléte du Lemme de Neyman-
Pearson (évoqué en Section [L.G). Ce lemme nous impose une méthode pour construire un test entre
deux hypothéses simples : comparer le rapport de vraisemblance a un seuil. La portée de ce résultat va
bien au dela du probleme du test d’hypotheses simples. Il nous fournit dans de nombreux cas un étalon-
or. Par exemple, dans le cas d’hypotheses composites, on peut éprouver une méthode de test ad hoc
(tests du x?, tests de rapport de vraisemblance généralisés, tests de rang, de Student, de Kolmogorov-
Smirnov, etc) en comparant son comportement a celui d'un test de rapport de vraisemblance entre une
loi de 'hypothése nulle et une loi de 'alternative. On peut aussi examiner le comportement des tests
ad hoc pour distinguer un mélange de lois issues de I’hypothése nulle d'un mélange de lois issues de
I’alternative.

Dans la section @, nous relions les probabilités d’erreur de premiere et de seconde espece entre
deux hypotheses simples a la distance en variation entre les lois qui définissent les hypotheses. Cette
relation est fine mais elle nous aide pas beaucoup & comprendre comment la taille de ’échantillon influe
sur notre capacité a distinguer deux lois. Nous ne disposons pas d’expressions simples de la distance en
variation entre deux lois produits.

En revanche, I'entropie relative et 'affinité de Hellinger entre lois produits se déduisent immédia-
tement de l’entropie relative et de I'affinité entre les facteurs. La distance en variation est elle-méme
liée & l'entropie relative par 'inégalité de Pinsker. Cette relation importante (équivalente au lemme de
Hoeffding ) permet de minorer les probabilités d’erreur dans les tests entre lois « produit ».

La distance et I'affinité de Hellinger permettent non seulement d’étudier l'influence de la taille de
I’échantillon sur notre capacité a distinguer deux hypothéses simples, mais le point de vue « Hilber-
tien » est crucial dans la construction de tests de rapport de vraisemblance robustes entre hypotheéses
composites. La construction explicite de ces tests robustes a récemment ouvert de nouvelles portes a la
statistique non-paramétrique.

6.2 LEMME DE NEYMAN-PEARSON

Dans notre version initiale du Lemme de Neyman-Pearson, nous avons supposé ’existence d’un test
de rapport de vraisemblance de niveau spécifié. Nous n’avons pas établi I'existence de ce test. Nous
comblons ici cette lacune en construisant un test randomisé.

LEMME 6.1 (LEMME DE NEYMAN-PEARSON) Pour tout niveau o €]0,1],

i) il existe un test de rapport de vraisemblance T éventuellement randomisé, de niveau . Ce test
consiste a comparer le rapport de vraisemblance a un seuil 7o, a rejeter Hy au dessus du seuil,
a ne pas rejeter Hy en dessous du seuil, a prendre une décision aléatoire lorsque le rapport de
vraisemblance est exactement égal d T, .

ii) Sous lalternative, le test de rapport de vraisemblance est de puissance maximale parmi les tests
de niveau inférieur ou égal.
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iii) Tout test T' de niveau exactement o et de méme puissance qu’un test de rapport de vraisem-
blance T de niveau «, coincide avec le test de rapport de vraisemblance lorsque le rapport de
vraisemblance est différent du seuil T, qui définit T .

PREUVE.

i) On note G la fonction de répartition du rapport de vraisemblance sous Py et G la fonction
quantile associée :
G (p) =inf{z : G(z) > p} .
Le seuil 7, est défini par
Ta =G (1—a).
Si G(7a) > 1 — a, cela signifie que G est discontinue en 7. Sous Py, la probabilité que le rapport de
vraisemblance soit égal & {74} est positive. Et d’autre part

G(Ta—) = tl}rf Git)<1l-—a<G(1,).-

Lorsque le rapport de vraisemblance est égal a 7, le test de rapport de vraisemblance effectue un tirage
uniforme U sur [0,1] et il rejette Hp si

G(1o) — (1 — @)
G(1a) = G(1a—)
Ce test (éventuellement) randomisé est de niveau exactement «. Nous le nommons T par la suite.
ii) On note py et p;y les versions des densités utilisée dans la définition du test 7. Soit 7" un test de

niveau inférieur ou égal a a.
La différence entre les puissances vaut

P{T =1} - P{T' =1} = Ep [T-T

_;);E:;(; (T - T/)_ + Ep, [(T - T/)HPO(X):O]

sur I'événement po(X) = 0,7 — T > 0, car le rapport

U

IN

= EPO

de vraisemblance est infini

= ® [T
_ Ep (iggg - Ta> (T — T’)} + 7o, [T —T']
> Ep (i;g; - Ta> (T — T’)} comme Ep, [T —T'] > 0
o (e
iii) Pour établir le dernier point il suffit de réexaminer la preuve du second point et de noter que

pour avoir 1’égalité entre puissances, il faut < }’; ;88 — Ta) (T —T') = 0 soit vraie Py presque stirement.

O

6.3 SEPARATION, INEGALITE DE PINSKER

Le fait de savoir comment tester deux hypotheses simples de facon optimale ne nous donne pas un
acces simple & la somme des erreurs de premiere et de seconde espece commises par le meilleur test
possible. Cette somme est reliée tres directement & une distance entre lois.

DEFINITION 6.2 (DISTANCE EN VARIATION) La distance en variation entre deux lois P et @ définies
sur le méme espace probabilisable (2, F) est définie par

di (P, Q) = Sup P(A) - Q(A).
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Nous laissons en exercice la proposition qui motive la dénomination.

PROPOSITION 6.3 La distance en variation est une distance sur l’ensemble des lois de probabilités
sur (Q, F).

La distance en variation est exigeante. Elle définit en général une topologie plus fine que la topologie
de la convergence en loi. La encore nous laissons cette proposition en exercice (facile voir Théoréme

PROPOSITION 6.4 Si une suite de lois (Py,) sur (Q, F) vérifie lim, dry (P, Q) = 0 ot Q est une loi
sur (2, F) alors (P,) converge étroitement vers Q.

La réciproque est fausse :

si P, est obtenue en recentrant et en standardisant la loi binomiale de
parametres n et 1/2, (P,) converge étroitement vers A (0,1), et pourtant dyy (P, N (0,1)) =1

Comme ’entropie relative, la distance en variation se définit a la fois comme une intégrale et comme
un supremum.

PROPOSITION 6.5 Si v est une mesure o-finie sur (2, F) qui domine les lois P et @, alors

an(PQ) = [

dn(P,Q) =1 - /Q %@) A i—?(w)dy(w).

dP dQ
E(W) - E(W) dv(w)

PREUVE. On peut prendre comme mesure dominante v = (P + Q) /2.

P(A) — Q(A) = /]IA <‘3§ - ‘jﬁ) dv.

Le membre droit est maximisé par le choix

. ~dpP dQ@
A= {w ' (w) > . (w)} .
On a établi

dTV(Pv Q) = / <((:11‘5 - ((1163> dV,
+

la proposition découle de

dv

J(-22) v (559
| |

On a utilisé ici la convention

(2)4+ = max(z,0)

(x)- = max(—=x,0).
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La derniere partie de la proposition vient de

—aAb.

1
Zlg — bl =
gle ===

La connexion entre erreurs de test et distance en variation est résumeée ici.

PROPOSITION 6.6 (AFFINITE DE TEST)

igf(Po{T =1} +P{T=0})=1—dn(Po, 1) = A %(w) A %(w)du(w) .

L’expression 1 — dry(Po, Py) est appelée affinité de test.

PREUVE. Soit A la région critique d'un test T': A := {w: T(w) = 1}.

P{T =1} + P {T =0} 1— (P {A} — Py{A}) .
On obtient la proposition en choisissant une région critique qui témoigne de la distance en variation. [J
Cette proposition est simple mais difficile a utiliser telle quelle. Si on veut étudier le comportement
de la somme des deux erreurs lorsqu’on cherche a distinguer des lois « produit », on peut étre tenté
d’utiliser la borne suivante :
dTv(P(va Q®n) < ndTV(Pa Q)

pour se convaincre que deux hypothéses simples séparées d’au plus 1/(2n) en distance en variation, ne
peuvent pas étre distinguées avec des probabilités d’erreur de premiere et de seconde espece toutes les
deux inférieures & 1/4 & partir d’échantillons de taille n.

Nous allons voir dans la section suivante, qu’on peut fournir une borne inférieure de bien meilleure
qualité.

Une inégalité de transport

La distance en variation et l’entropie relative sont deux divergences d’information. On suppose ici
que P Q. Si v est une mesure o-finie qui domine P et @) et f une fonction convexe qui s’annule en 1,
en notant p et ¢ les densités des lois P et (Q par rapport & v, on définit la f-divergence entre P et () par

5 = | f(%)q(w)du(w).

La distance en variation s’obtient en choisissant f(z) = |x — 1|, l'entropie relative en choisissant
f(x) = zlog(x). En choisissant f(x) = (v/r — 1)2, on obtient le carré de la distance de Hellinger, en
choisissant f(x) = (x — 1)? on obtient la « distance du x? ».

Ces deux divergences d’information sont liées par une inégalité qui s’avere étre une conséquence du
lemme de Hoeffding.

THEOREME 6.7 (INEGALITE DE PINSKER)

an(P,Q) <13 D(PQ).

La représentation variationnelle de I'entropie relative permet d’étudier facilement de nombreuses
propriétés de 'entropie relative. Elle nous permettra d’établir I'inégalité de Pinsker de facon modulaire.
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THEOREME 6.8 (REPRESENTATION VARIATIONNELLE) Soit P et Q deuz lois de probabilité sur
(Q, F), Uentropie relative de P par rapport ¢ Q vérifie

D(P|Q)= sup {Epf-— 1ogIEQef} .
fEgef<oo

PREUVE. Si P €0, il existe A telle que P(A) > 0 et Q(A) = 0, en considérant f,, = nl4, on observe
Epf, — log]EQef" = nP(A) qui tend vers oo avec n. Si P AQ, la représentation variationnelle est
vérifiée.

Si P <@, on vérifie d’abord que

DP|Q)= sup EpU. (6.1)
U:EQGUZI

En effet, pour toute variable aléatoire U vérifiant ]EQeU = 1, on peut définir une autre loi Q" de densité

eV par rapport & Q, et %e_U est une dérivée de Radon-Nykodym de P par rapport & Q’. On a alors

dpP dpP
D(P||Q) —EpU =Eq |—e Vlog [ —=e V)| >0
(PIQ) - Ert = Bor | Goe 10 (G507 )| 2
ou la derniére inégalité suit de I'inégalité de Jensen. Cela prouve que lorsque P < @

DP|Q)> sup EpU.
U:EgeV=1

Comme il y a égalité lorsque U = log %, la premiere formule (@) est établie.
Si Ege’ < oo,

f
_ - ©
Epf—logEqge’ = Ep [log ]EQef} .

Le supremum dans I’énoncé de la formulation variationnelle n’est pas plus grand que celui de (EI)
O

A partir de la représentation variationnelle, on vérifie (treés) facilement des propriétés importantes
de ’entropie relative.

COROLLAIRE 6.9 L’entropie relative est

i) convexe vis 4 vis de ses deux arguments;
it) Uentropie relative entre lois « image » est inférieure ou égale a entropie relative entre les lois

D(P|Q) = D(PofQo ).

PREUVE.[Inégalité de Pinsker| Pour tout A € F, tout A > 0, d’aprés la formulation variationnelle de
I’entropie relative

D(P||Q) > Ep M — Egl)] — log Eq [ewA*EQﬂA)} .
D’apres le lemme de Hoeffding,

)\2
log E [ )\(]IAf]EQ]IA)] <
ogEq |e <3

On a donc :

1> s Dee-quy -4}

AEF A0 8
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Pour A fixé, 'optimum en A est atteint en A = 4(P(A4) — Q(A4)), d’ou
D(P|Q) = iulf;Q(P(A) —Q(A))” = 2dw(P,Q)*.
€

]
Comme D(P®"||Q®") = nD(PJ|Q), on peut en déduire une borne inférieure pour la somme des
erreurs d’un test opérant sur des n-échantillons.

n
PEM{T =1} + PP {T =0} > 1~ §D(P0||P1)-
EXEMPLE 6.10 Si on souhaite décider entre deux lois de Bernoulli Py = B(0) et P1 = B(0 + h/+/n), on peut
effectuer quelques calculs qui révelent
1 K
D(P|P) < ——.
()

Ceci implique :
h

2,/0(1—0)

Cette application illustre un phénomene plus général : si deux lois sont a distance en variation de l'ordre de
1/4/n, il est illusoire de chercher a les séparer & l'aide d’échantillons de taille sensiblement inférieure & n.

PY{T =1} + PP {T =0} > 1 —

Application aux bornes inférieures en estimation

Dans les modeles exponentiels nous avons montré que les estimateurs au maximum de vraisemblance
convergent a vitesse ﬁ (le risque quadratique décroit comme %) L’inégalité de Cramer-Rao nous
indique que les estimateurs sans biais ne peuvent pas étre plus rapides. Comme il n’y a pas de raison
de ne considérer que les estimateurs sans biais, on peut se demander s’il n’est pas possible d’établir des
bornes inférieures plus générales.

Nous nous placons dans un modele exponentiel minimal (P, € © C R¥). Dans ce modele, nous
avons vu que

D(Py||Po) = 56 —0)'T(6)(# — 6) + R(¢' —0)

avec |R(0' — )| = o(||0" — 0]|?).
Soit #,, un estimateur & valeur dans R*. Cet estimateur permet de définir un test 7" entre P9®” et
P : on rejette Hy (constituée par Py") si [0, — 0| > |6, — 0’|

Eo [0, = 011%] + Eo [18, — )]

n 2 n 2
> o 100 = 01PY5, _ops5,—0] + Bor (180 = 01725 o1, o1
||0/_0||2 n n
> WO (poniz — 1y 4 P — o)
10" — 0| n
> W= (2 ppy|py
> 1= " D(RPY)

Maintenant, choisissons h € R* et ng tels que 6 + h/\/ng € O et tel que pour n > ng, |R(h/v/n)| <
+h'I(0)h. On suppose aussi que h'I()h < 8.
Pour n > ng, en combinant les calculs précédents avec I'inégalité de Pinsker, on obtient

~ ~ h
Eo (170~ 7] + Eo vy 180 =0 = S2IF]
2 t
L] <1_ hf<e>h)>_
dn 8

Ce résultat peut étre affiné. Les développements les plus intéressants s’appuient sur une autre f-
divergence, la distance de Hellinger.
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6.4 TESTS ET DISTANCE DE HELLINGER

Moins intuitive que la distance en variation, moins naturelle que ’entropie relative, la distance de
Hellinger est une divergence d’information (commme la distance en variation et ’entropie relative),
elle est au centre non seulement de la théorie de Le Cam (version presque finale de la statistique
paramétrique asymptotique) mais aussi de dévelopements actuels en statistique non-paramétrique.

DEFINITION 6.11 (DISTANCE ET AFFINITE DE HELLINGER) Soient P et @ deux lois de probabilités sur

(Q,F), v une mesure qui domine P,Q et p,q deux densités de P, par rapport a v. La distance de
Hellinger H (P, Q) est définie par

H(P,Q)? := %/Q(\/i)— Vo) dv.

L’affinité de Hellinger p(P, Q) est définie par
p(P.Q) =1~ H(P,Q)* = /S N
2

On peut se demander si cette définition est cohérente : est ce que le choix de la mesure dominante et
celui des densités sont importants ou pas? On vérifie que ces choix n’ont pas d’influence sur la valeur
de la distance de Hellinger.
On verifie immédiatement que
H(P,Q)* < dn(P.Q).

L’affinité de Hellinger entre produits se calcule immédiatement :

p(P™,Q") = (p(P,Q))" .

Si on considere un modele dominé P, et un choix des densités par rapport a une dominante v, on
peut paramétriser le modele P par une collection d’éléments de ’espace de Hilbert Lo(v).

La distance et I'affinité de Hellinger sont deux notions tres pratiques pour étudier les méthodes de
vraisemblance, qu’il s’agisse des tests ou des techniques d’estimation.

Test entre hypothéses simples

La possibilité de distinguer deux hypotheses simples définies par des lois produits a partir d’un
n-échantillon est facilement quantifiée a ’aide de la distance de Hellinger.

THEOREME 6.12 Soit P,Q deuz lois sur (Q,F), L, la différence des log-vraisemblances calculées
sur un n-échantillon L, =Y logq(X;)/p(X;), pour tout z € R

P {Ly 2 2} < exp (— — nH(P,Q)?)

et
Q" {Ln < 2} <exp (+5 ~nH(P.Q))

PREUVE. A partir de

L, >z <— q(X:) > e*/?
5\ p(XG)
I’inégalité de Markov entraine
P {L,>z} < ¢ ’E ﬁ 4(Xs)
- | p(Xa)
= o Pp(PQ)"
< exp (-5 - nH(P.QP)



La seconde inégalité se démontre de maniere semblable. O
En choisissant z = 0, et en définissant le test T, par

T, =1r,>0,

on a simultanément
max (EpnTy, Egn (1 —T,)) < exp (—nH(P,Q)?) .

Pour tester P™ contre Q", il suffit que H(P,Q) > 1/4/n. Ce résultat peut étre complété par une
réciproque.

THEOREME 6.13 Soit P, Q deuz lois sur (Q,F), pour toute région critique d’un test de P™ contre
Q™ (tout événement A dans F&™),

n s oae 1 nH(P,Q)?
max (P"(4),Q"(4%) > - "B Q7

PREUVE.

p(P", Q") = / x/p"q"JIAdv+/ Vg L gedy

1/2 1/2 1/2 1/2
(/ p"IIAdZ/> </ q"dy> + (/ p”dy) (/ ]IAcq"dl/>
S n S n S n S n

— Pn(A)l/Q + Qn(Ac)l/Q )

IN

Par ailleurs, p(P", Q") = (1 — H(P,Q)?)" . Finalement

nH(P,Q)?

(1 _ H(P,Q)2)2" 2

1
max (P2"(4), Q%" (49)) > ; 1T 3

O
Si H(P, Q) < 1/4/n, soit la probabilité d’erreur de premiére soit la probabilité d’erreur de seconde
espece ne peut pas étre arbitrairement petite.
Ces observations élémentaires permettent non seulement d’estimer des vitesses de séparation mais
aussi de quantifier rapidement les vitesses d’estimation dans les problemes paramétriques.

Tests entre boules de Hellinger

La construction de bons tests entre hypothéses composées est (en général) un probléme difficile si
on cherche a disposer de garanties uniformes sous les deux hypothéses.
Lorsque les deux hypotheses sont des boules de Hellinger

B(Po,e) ={P: H(P, o) < ¢} et B(Qo,e) ={Q: H(Q,Qo) < ¢}

dont les centres sont assez bien séparés H(Py, Qo) > 3¢, un test de rapport de vraisemblance bien
construit permet de majorer les erreurs de premiere et de seconde espece sur la réunion des deux
boules.

Ce test de rapport de vraisemblance ne compare pas les vraisemblances sous Py et )y mais sous
deux lois P; et ()1 que nous allons spécifier.

Arc de Hellinger. Les deux lois centrales Py et Qg sont identifiées a des points de la sphére unité de
Ls(v). On note w € [0,7/2] la distance angulaire entre ces deux points :

cos(w) = p(Py, Qo) soit H(Py,Qo)? = 2sin(w/2)?.
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L’arc de cercle qui relie les points correspondants & Py et Qg sur la sphére unité de Lo(v) unité peut

étre paramétré par l'angle Sw avec le rayon défini par Py (8 € [0,1]). La densité correspondante est v%
ou

(sin(Bw)+/qo + sin((1 — B)w)+/Po) -

Cet arc et les lois définies sont appelés arc de Hellinger engendré par Py et Qp.
L’affinité entre Py et une loi de I’arc de Hellinger Pg se déduit de I’écart angulaire :

sin((1 — B)w) .

sin(w)

VB = sin(w)

cos(fw) = p(Py, Pg) = sin(Bw) cot(w) +

Les lois Py € B(Py,€) et Q1 € B(Qo,€) correspondent & = 1/3 et § = 2/3. Notons que
p(P1,Q1) = p(Po, P1) = p(Q1, Qo) = cos(w/3).

On note p; (resp. ¢1) la densité de Py (resp. Q7).

Le test. Le rapport de vraisemblance utilisé pour construire le test entre les boules de Hellinger

B(Po, H(Po, Qo)/4) et B(Qo, H(Qo, Po)/4) est

q1(Xy)
P(X;) = .
() p1(X;)
Le test sur un n-échantillon est construit sur la statistique
ﬁ q1(X5)
| p(X)

Notons que le rapport de vraisemblance n’est pas construit a partir des centres de boules de Hellinger,
mais a partir de points situés sur I’arc de Hellinger.

Les performances du test.

THEOREME 6.14 Soit Py, Qo deux lois de probabilités sur X, il existe une statistique 1 : X — [0, 00)
telle que pour toute loi R sur X,

Ery(X) < 1- %H(PO,Q0)2 si H(Py, R) < iH(PO,Qo)
Ergrg € Lo gH(hQ) s HQuR)< {H(R.Qu).

PREUVE. On note € = H(Py, P1) = H(Qo, Q1)-
Soit R € B(Py,¢). Les lois R, Py, Qo définissent une sphére de dimension 2 dans la sphére unité de

Lo(v). Les lois Py et ()1 appartiennent aussi a cette sphére puisqu’elles appartiennent au cercle engendré
par Py et Q.
On note s,t et r les densités de @1, P, et R par rapport & v.

IERz/J(X)/Xr\/fdu/X\/f(f\/{f)Qdu+2/X\/§dz//X\/§du.

On note au passage que par construction de s et ¢

s _ sin(2w/3)
7 < w3 2 cos(w/3),

ce qui entraine
Er¢(X) < 4cos(w/3)H(R, P1)* +2p(R,Q1) — p(P1,Q1) .
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On peut profiter du fait que y/r € Ly(v) : on peut décomposer /7 en une combinaison linéaire d’un
élément de Darc de Hellinger v., (v € [0,27/w)) et u € La(v),ul/s,ul/t:

Vr=u+0v,
avec [ u?dv + 6% = 1. Cette décomposition permet de réécrire
p(R, Q1) = Ocos((v— 2/3)w)  p(R, Py) = Ocos((y — 1/3)w).
Dans la suite on utilisera
H(Pi, Py)? =1 — cos(w/3) = 2sin(w/6)? H(Py,Qo)? = 2sin(w/2)?

et le fait que sin(x)/z est décroissant sur [0,7/2], pour justifier

H(Py, Py)? >

> éH(Po,Qo)Q'

En combinant ces observations :

Ert(X) < 4cos(w/3)H (R, P1)* + 2p(R, Q1) — p(P1, Q1)
=4 cos(w/3)(1 —Gcos((y—1/3)w)) + 26 cos((y — 2/3)w) — cos(w/3)
< 3cos(w/3) — 260 cos(yw)
— 3p(P1, Py) — 2p(R, Py)
=1-3H(P,R)? +2H(R, Ry)?
<1-1H(Qo,Po)*>+2H(R, Py)*.

Si H(R, Py) < H(Qo, Py),
Ery(X) <1— ZH(Qo, P)?

Sous R",
P {ﬁiﬁ(Xz) >1 }
< Erp(X))"
exp <—n254H(Q0,P0)2) .

IN

U
Pour séparer B(FPy, H(Po, Qo)/4) de B(Qo, H(Py,Qo)/4) & partir d’'un n-échantillon, on utilise le
test T,, défini par
1si T, (X)) 2 1

0 sinon.

Tn(Xl,...,Xn):{

La construction de ce test de rapport de vraisemblance original et son analyse conduisent a un
résultat facile a résumer.

COROLLAIRE 6.15 Soit Py, Qo deux lois telles que H(Py, Qo) = €, il existe un test de rapport de
vraisemblance T, tel que

5 2
max sup [EgrT,, sup Egr(l1-T,)]| <exp <—ne> .
REB(Po.%) REB(Qo.%) 24

72



F1G. 6.1 : Arc de Hellinger engendré par /py et /qo. L'élément de I'arc de Hellinger v, représente la
direction du plan équatorial sur laquelle se projette /r élément de la boule de Hellinger centrée en /pg.

6.5 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES
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paramétrique.
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TESTS DU x?

7.1 MOTIVATIONS

Dans la legon précédente, nous avons adopté un point de vue abstrait et général sur les tests.
Ici, nous revenons sur des constructions tres classiques, qui remontent aux débuts de la statistique,
a la seconde moitié du x1x®™¢ siecle. Il s’agit de répondre a des questions simples : Un échantillon
de valeurs issues d’un ensemble fini (les modalités) peut-il raisonnablement avoir été produit par des
tirages indépendants selon une loi donnée a I'avance ? C’est le probléme de 'adéquation (goodness of
fit) & une loi fixée. D’une maniére plus générale, on veut tester 'adéquation & une loi issue d’un modele
réputé régulier. Cela recouvre en particulier les tests d’indépendance, trés utilisés dans les tentatives
d’analyse causale. Tous les tests que nous verrons dans cette lecon relevent de la famille des tests de
type chi-deux. Ce sont des tests dont le niveau asymptotique est garanti. Leur construction passe par la
construction d’une suite de vecteurs aléatoires dont la distribution limite est pivotale sous I’hypothese
nulle. Techniquement, tout repose sur le théoréme central limite multivarié et la méthode Delta de
Cramer.

7.2 NOTATIONS

Dans ce chapitre nous travaillons sur des tests dans les modéles multinomiaux, une variété de modeles
exponentiels particulierement simples. Ces tests sont historiquement importants. Faciles & calculer, ils
ont longtemps constitué la technique de choix pour étudier les données de comptage.

Pour chaque p > 1, le modeéle multinomial de dimension p est formé par les lois sur {0,...,p}. La
paramétrisation naturelle est fournie par  €]0,1[P qui vérifie >-* _, §[a] < 1 avec la convention

po(a) = 0[a] pour a > 0 et pp(0) =1 — Z Ola] .
a>0

Pour rendre les notations plus transparentes, nous utiliserons la convention

Un modele multinomial est un modele exponentiel minimal. Nous n’utilisons pas ici la paramétrisa-

ti()n Can()nique qui Seralt
[ ] aE{l,...,p}

Pour « € {0,...,p}, on notera N"(«) le nombre d’occurrences de la modalité o dans I’échantillon de
taille n.
Dans ces modeles, la log-vraisemblance s’écrit

£,(0) = Z N"(«)logbla] = Z N™(a)logfla] + (n - Z N"(a)) log (1 - Z 9[04]) .

a=0

La fonction score est comme d’habitude le gradient de la log-vraisemblance par rapport a 6.
On vérifie que, sous py,

po(a) —pe(a)? si  a=p
—po(a)pe(B) sinon.

%COV(N”(Q)7 N"™(B)) = {

Nous noterons diag ( \/%) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les 1/4/npg(c)

pour « € {0,...p}.
On résume cela de facon matricielle en
) po(0)
—cov(N") = diag(pe) — | x (pe(0), .-, pa(p)) -
po(p)
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En multipliant le vecteur aléatoire (N™ — npg)/+/n par diag(1/,/pPg) on obtient un vecteur aléatoire de
matrice de covariance

Po(0)

cov (Nn(a) npe(a)) = ldp+1 — : x (\/IT(O)""’\/IT(M) .

npo(c) Po(p)

On note I'(0) cette matrice de covariance. On reconnait au passage qu’il s’agit de la matrice de projection
sur le sous-espace orthogonal & la droite engendrée par (1/ps(@))o<a<p-

La matrice d’information de Fisher est la matrice de covariance sous py de la fonction score évaluée
en 0, elle est définie par :

Dapo 6a'po” = Vpo(a) Vpg(a)!
bo Do 1<a,a’<p

1(0) = Ey [V logpy x V! logpg] = {Ee { = .
a=0 V Po (OZ) \/IW
La matrice d’information de Fisher en 6 s’écrit

a0 1

1(0) = diag 1 +ﬁ : (1 : 1)-

0[p]

X

REMARQUE 7.1 La relation entre la matrice d’information et la matrice de covariance est facilement vérifiée a
l'aide de la formule de Shermann-Morrison : Soit A une matrice inversible et u,v deux vecteurs colonnes tels
que 1+ v A7 u # 0. Alors

Ayt AT

1+vtA-1y

(Si une perturbation de rang un d’une matrice inversible est inversible, alors linverse de la perturbation est une
perturbation de rang un de l’inverse).

(A+u) ' =A"" -

La matrice d’information est de rang p et

16)" = %Cov ((V"(@))1casy) -

7.3 PROBLEMES

Nous allons envisager plusieurs sortes de tests de type x?. Nous commencons par les plus simples :
les tests d’adéquation a une hypothese simple.

DEFINITION 7.2 Test d’ADEQUATION (AJUSTEMENT) & une hypothése simple. Soit P une loi de proba-
bilités sur un ensemble fini et (x1,...,x,) un échantillon de n points de €.
L’échantillon (21, ...,x,) a-t-il été engendré par n tirages indépendants selon la loi P?

ExXEMPLE 7.3 En 1889, le docteur Geissler étudia les registres des hopitaux de Saxe et nota le nombre de garcons
dans 6115 familles de 12 enfants.

Si les sexes des enfants dans une méme famille sont le résultat d’épreuves aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, la loi du nombre de gargons dans une famille de 12 enfants est une loi binomiale de
paramétres 12 et 6 ot 6 € (0, 1).

Les démographes nous disent que la fréquence des naissances masculines est .52.

On peut tester ’'adéquation de la distribution du nombre de gargons a la loi binomiale de parameétres 12 et
.52 en utilisant un test de type chi-deux.

Pour les trois autres problemes, I’hypotheése nulle et ’alternative sont composées.

DEFINITION 7.4 Test ’HOMOGENEITE. Soit (z1,...,7,) et (y1,...,ys) deux échantillons de n points
de .

Les deux échantillons ont-ils été engendrés par n tirages indépendants selon une méme loi (incon-
nue) ?

76



Nombre de gargons/12 Nombre de familles

0 3
1 24
2 104
3 286
4 670
5 1033
6 1343
7 1112
8 829
9 478
10 181
11 45
12 7

EXEMPLE 7.5 La table Titanic est une TABLE DE CONTINGENCES, c’est-a-dire un tableau a entrées multiples
(4 ici : Age, Sex, Class, Survived) compilé & partir des archives du célébre voyage. Pour chaque personne a
bord (2201) , on a noté son Age (Child/Adult), sa Class (1st,2nd,3rd,Crew), son Sex (Male, Female), son
destin (Survived : No, Yes). L’archive est un data.frame ou les quatre variables sont catégorielles (ce sont
des factors). La table de contingence indique pour chaque combinaison des modalités des variables l'effectif
correspondant.

Titanic[c(”3rd”), c(”’Male”,”Female”), "Child”, |
Survived

Sex No Yes

Male 35 13

Female 17 14

Un effort de modélisation (discutable) nous conduit & concevoir le destin des personnes & bord comme la
réalisation de tirages pile/face indépendants (c’est naif compte tenu de la capacité insuffisante des canaux de
sauvetage).

On peut définir une quantité de sous-populations, selon la Class, I’Age, etc, et se demander si ces différentes
sous-populations ont subi le méme aléa. Nous sommes conduits a mener un test d’homogénéité.

Le probléme du test d’indépendance est le plus commun des tests d’hypothése composites.

DEFINITION 7.6 (Test d’INDEPENDANCE.) Soit ((z1,¥1),---, (Tn,¥yn)) un échantillon de n points de
Qx Q.

L’échantillon a-t-il été engendré par n tirages indépendants selon une « loi produit » P ® P’ sur
Qx Q7

Le probleme de symétrie apparait plus rarement en pratique.

DEFINITION 7.7 (Test de SYMETRIE). Soit ((z1,91),. - -, (Tn,yn)) un échantillon de n points de 2 x Q.
L’échantillon a-t-il été engendré par n tirages indépendants selon une « loi » P sur § x €, telle que
P{A x B} = P{B x A} pour tous A,BC Q7

7.4 TEST DU x? D’ADEQUATION

Comme dans le reste du chapitre, {2 est un ensemble fini de taille p + 1 (identifié a {0,...,p}),
Ihypothése nulle est définie par (pg(a)),, ., . La paramétrisation naturelle est fournie par 6 €]0,1[? qui
vérifie > P _, Ola] < 1.

On pourrait de fait aborder le probléme du test d’adéquation a I’hypothése simple définie par
(0la])as0 avec les outils développés en général pour les modeéles exponentiels, notamment avec les
régions de confiance inspirées par le phénomene de Wilks (voir Section p.3).

Nous allons reprendre "approche suivie par Pearson au début du vingtieme siecle.

as<p
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DEFINITION 7.8 (STATISTIQUE DU X2 DE PEARSON) Pour a € {0,...,p}, on note N"(a) le nombre
d’occurrences de la modalité o dans ’échantillon de taille n. La statistique de Pearson est égale a

2

i (N™(a) — npp(e)® _ (N“(a) - npa(oo)
prt npe(a) V/1po(a) asp

On note cette statistique Cy,(6).

Si on note O, := N™(a) (O comme observed), et E, := npgp(a) (E comme ezpected), cette statistique
se présente comme le carré de la norme du vecteur aléatoire

(%)
EOé (6119 7

une forme que nous reverrons & propos des x? d’adéquation & des hypothéses composites.
Cette statistique s’interprete aussi comme une divergence d’information. Nous avons déja mentionné

dQ (dP ? dpP (dP
2(p ::/— — -1 d:/— — —1)dv.
X(P1Q) dv \dQ Y v \dQ v
Si on note P, la loi empirique définie par I’échantillon et P la loi définie par 0, la statistique de Pearson

s’écrit aussi
nx? (Py | P) .

REMARQUE 7.9 Vérifier que

D(PIQ) <x*(P| Q).
Montrer que pour certaines couples de lois de probabilité, la divergence du x? peut étre infinie alors que 'entropie
relative est finie.

Rappelons
) po(0)
ECOV(N",N”) = diag (py) — X (pg(O),...,pg(p)) =T(0).
po(p)
Observons aussi que le vecteur aléatoire N" est une somme de vecteurs aléatoires indépendants et
identiquement distribués : notons X; la variable aléatoire & valeur dans {0,...,p} qui vaut « si le *™¢
élément de I’échantillon vaut «, pour chaque modalité a € {1,...,p}

n
Nn(Oé) = Z]Ixi:a .
i=1
Le théoréme central limite vectoriel nous indique alors que sous 'hypothése nulle

(N”(a) — npe(a)

npg(a)

) ~ N(0,1(6))

ou I'(#) est définie dans la section d’introduction.

Comme la matrice IT'(6) est la matrice de projection sur le sous-espace orthogonal & la droite engen-
drée par (v/pa(@))o<a<p, on peut conclure avec le théoreme de Cochran que sous 'hypothése nulle, la
loi limite de la statistique de Pearson est Xf,.

Ceci nous fournit une méthode de test de niveau asymptotique garanti : pour atteindre le niveau
n €]0, 1], on compare la statistique de Pearson C,(#) au quantile g, 1—, d’ordre 1 — 7 de la loi X;Qa- Si
Cn(0) > qp,1—n, on rejette Phypothese nulle,
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EXEMPLE 7.10 (RETOUR SUR LES DONNEES GEISSLER) On effectue un test d’adéquation & une hypothése simple :
la probabilité d’observer une famille comportant a gargons est

Po(a) = <f) 0°(1-0)"*

pour a € {0,...,12}. On note O, le nombre de familles comportant « garcons parmi 12 recensées par le
docteur Geissler. On note E, = npg(a) Pespérance du nombre de familles comportant a gar¢ons parmi 12 dans
un échantillon i.i.d. de n = 6115 observations.

La statistique de Pearson est

a=0 Ea .
chisq.test(saxony[,2],p=dbinom(c(0 :12),12,prob=.52))

Chi—squared test for given probabilities

data : saxony[, 2]
X—squared = 110.53, df = 12, p—value < 2.2e—16

Warning message :
In chisq.test(saxony[, 2], p = dbinom(c(0 :12), 12, prob = 0.52)) :
Chi—squared approximation may be incorrect

Nous reviendrons plus loin sur 'avertissement.

La comparaison de la statistique de Pearson X-squared aux quantiles de la loi x?5 (chi-deux & df= 12 degrés
de liberté) conduit & rejeter 'hypothese nulle (nombre de gargons dans une famille de 12 enfants distribué selon
une binomiale de paramétres 12 et .52) si on a choisi un niveau supérieur & 2.2 x 1071,

L’usage pratique des tests passe par la compréhension de la notion de p-valeur.

DEFINITION 7.11 (p-VALUE, DEGRE DE SIGNIFICATION ATTEINT). Soit une famille de tests binaires ol
I’hypothese nulle est simple et définie par la loi P. Soient les tests définis en comparant une statistique
S a un seuil et en rejetant ’hypotheése null lorsque ce seuil est dépassé (le seuil définit le niveau). La
p-valeur est définie par F(S) =1 — F(S) ot F est la fonction de répartition de la loi de la statistique
S sous 'hypothese nulle.

REMARQUE 7.12 Lorsqu’on utilise une fonction de test dans un environment de calcul statistique, le niveau
n’est en général pas décidé d’avance. Le fait de rapporter systématiquement la valeur de la statistique de test
et la p-valeur associée, permet de reculer la décision. Lorsqu’on veut tester au niveau 7, il n’est meme pas
nécéssaire de comparer la statistique de test au quantile d’ordre 1 — n de la loi de la statistique sous 'hypthese
nulle, il suffit de comparer la p-valeur a 7. Si cette p-valeur est plus petite que 7, on rejette '’hypothese nulle.
Cela garantit un test de niveau 7.

PROPOSITION 7.13 Sous une hypothése nulle simple, si la loi de la statistique S est diffuse, la loi
de la p-valeur est la loi uniforme sur [0, 1].

PREUVE. La proposition est le corollaire immédiat de résultat classique Si X ~ F' avec F' continue, alors
F(X) est uniformément distribuée sur [0, 1]. O

7.5 PUISSANCE DU TEST DU Y?

Dans la mesure ou l'alternative comprend toutes les lois sur €2, I’étude de la puissance du test du
x? d’adéquation peut sembler un défi. L’étude asymptotique la rend relativement simple.
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Alternative fixe

Si on choisit 8" # 0, pour un « € {0,...,p} au moins pg(a) # pe(a). Sous la loi définie par py,

N"™(a) . d
== converge presque siirement vers pg:(a) et donc

(N"(a) — np9<a)>2 - (N"(a)/n - pe(a)>2 Py

npo(a) po(a)

Quelque soit le niveau fixé, quelque soit le point de l'alternative, la probabilité d’erreur de seconde
espece tend vers 1.
Cette observation est rassurante mais pas trés informative.

Suite d’alternatives contigue
Pour apprécier les performances de la statistique du x? d’adéquation, il est bon de considérer non

pas une alternative fixe, mais une suite d’alternatives qui se rapprochent de I’hypothése nulle. Dans la
suite h € RPT! vérifie Y7 _ h[a] = 0. Pour n assez grand

h
Po,, = Po + %

définit bien une probabilité Py, sur {0,...,p}. La divergence du x? entre P, et Py se calcule simple-
ment : »
1 hla]? 1
2 t
Py | Py) =— E = —h'I(0)h.
X ( On | 0) n o 9[(1] . ( )

Dans la derniére expression nous abusons des notations : I(6) est une matrice de dimension p par p, h
est introduit comme un vecteur indicé entre 0 et p. Il faut comprentre

WIOh= > 1), Blh(a)h(B).

1<a,B8<p

Elle permet de quantifier la vitesse a laquelle Py s’approche de Py dans la direction définie par h.
On peut aussi calculer un équivalent de la distance de Hellinger entre Py, et Py :

1
lim nH(Py,, Py)* = 1 limnyx?(Py,

n—oo

Py).

La limite des lois images de Pgi" par les statistiques de Pearson nx?(Py, | Py) se détermine.

PROPOSITION 7.14 La limite des lois de la statistique de Pearson Cy,(0) sous (Py")y, est la loi du
X2 a p degrés de liberté décentrée, de paramétre de décentrage

p
WI(0)h = h2 /0. =nx*(Ps, | Pp).
a=0

Cette loi est notée x2.(h'I(0)h).

PREUVE. Comme

(N”(a)—npg(a)> (N"(a)—npgn(a)> +< h(e) >
npg(c) N npg(c) N po(a) )

pour établir le résultat, il suffit d’établir que sous la suite (Pgi”),

<Nww—nwA®>,ﬂNmmw»

npg(a)
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Le mécanisme de Cramer-Wold (Théoréme @ en appendice) et le lemme de Slutsky nous indiquent
qu’il suffit de vérifier cette convergence pour les formes linéaires appliquées aux vecteurs aléatoires

N —npo, (N”(a) — P, <a>> |

nPpe, npg, ()
Soit A € RP, on note o2 := AT'(0,)\ et o2 := A'T(0)\, soit lim, 02 = 0.

On définit nn
S, - < N —npe> ,
npe,,

Pour chaque n, S, est une somme de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées,
centrées. La variance de S, est o2. La distribution des variables aléatoires dont la somme centrée et
normalisée donne S,, dépend de n. On dit qu’on a affaire a un tableau triangulaire. Le théoréme Central
Limite de Lindeberg-Feller (Théoréme @) est justement valable pour les tableaux triangulaires. On
vérifie facilement que les conditions sont remplies dans le cas des vecteurs multinomiaux.

O

Lors de I’étude du test de Fisher en régression linéaire gaussienne, nous avons vu que la loi du x?
décentrée domine stochastiquement la loi du x? centrée. Nous pouvons donc conclure que sous la suite
Py, le test du x? de niveau «a est sous la suite d’alternatives contigue (6,,),, de puissance asymptotique
supérieure ou égale a « (on dit que le test est sans biais).

On peut regarder cette étude de la puissance asymptotique du test du x? sur une suite ’alternatives
contigue dans la perspective du théoréme . Ce théoreme nous indique que pour tout seuil 7 > 0

1 1
max (P(;@”{C(n,pe) > T},P(;%L"{C(n,pg) < T}) > i §nH(P9,P9")2.

Si F, (resp. F}5) désigne la fonction de répartition de la loi x2 (resp. x2(4)), en choisissant

§ =" h(a)*/po(a) = h'I(0)h
a=0

(on choisit bien siir h de fagon & avoir § < 2), la limite du membre gauche est

max(in, Fys (FE (1 - 1))
alors que celle du membre droit est i — g. Pour 6 = 1, p = 12, le minimum du membre gauche et atteint
autour de 1 = .45 et il est proche de .45. L’écart avec la minoration (1/8) ne permet pas de déclarer
que le test du x? est asymptotiquement optimal (la minoration basée sur la distance de Hellinger).

Ce calcul suscite une question : peut-on concevoir un test d’adéquation a Py qui soit asymptoti-
quement de niveau 7 et pour toute suite (6,,), d’alternatives contigue vérifiant ny?(Ps, | Py) — 0, de
niveau asymptotique supérieur a Fy, 5(F;~ (1 —1)))?

7.6 HYPOTHESE NULLE COMPOSITE
Modifications de la statistique de Pearson

Notons ©¢ un ouvert de R" (avec r < p), on supposera dans la suite qu'il existe une fonction
deux fois (continuement) différentiable de ©¢ dans I’ensemble des fonctions de masse de probabilité sur

{0,...,p}. On notera encore py la (fonction de masse de) probabilité associée & 6 € Oy.
On peut généraliser le probleme du test d’ajustement a la situation suivante : si 1’échantillon
X1,...,Tn a été tiré selon une loi P inconnue sur {0,...,p}, tester

Hy : 30 € ©g tel que la loi P est définie par pg
H, : Af € Og, P est définie par py.

On pourra vérifier que les trois situations données en introduction (homogénéité, indépendance,
symétrie) rentrent dans ce cadre. Si on considére O comme un sous-modeéle et qu’on dispose d’un
(d’une suite d’) estimateur(s) 6 pour ce modele, on peut aussi procéder de la fagon suivante.
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DEFINITION 7.15 Si on note N™(a) le nombre d’occurrences de o € {0,...,p} dans I’échantillon
(N =57 1,,—), le TEST DU x? D’ADEQUATION & ©p C R" consiste & comparer la statistique de

Pearson modifiée : )
“ [ N"(a) — np;()
C(n,pp) = Z 0

a=0 np§(oz)

ol f est un estimateur pour le modeéle O, & un seuil 7 > 0, a rejeter si C(n, ©) est supérieur a ce seuil.

EXEMPLE 7.16 (RETOUR SUR LES DONNEES GEISSLER) Le nombre moyen de garcons dans les familles de I’échan-
tillon 0.519 est & peine différent de celui qu'on apprend dans les livres (.52), ’écart est en tous cas plus petit
que ’écart-type de la moyenne empirique de 73380 épreuves de Bernoulli de parametre .52.

Si on soumet les données saxony au test d’adéquation du x? calculé par la fonction chisq.test, on obtient
le résultat suivant.

chisq.test (saxony[,2],p=dbinom(c(0 :12),12,prob=hattheta))
Chi—squared test for given probabilities

data : saxony[, 2]
X—squared = 110.5, df = 12, p—value < 2.2e—16

Warning message :
In chisq.test(saxony[, 2], p = dbinom(c(0:12), 12, prob = hattheta)) :
Chi—squared approximation may be incorrect

La statistique X-squared est bien la statistique de Pearson modifiée, puisque le parameétre p est défini a partir
de 8, ~ .519 calculé sur les données. Cette statistique n’est pas comparée au quantile de la loi x%; mais au
quantile de la loi x%,. La fonction chisq.test ne peut tenir compte du fait que les parameétres sont estimés.

Le message d’avertissement est lié au fait que pour a < 1 et a > 11, les effectifs attendus E, sont inférieurs
a 5, dans ce cas (N — npg, (a))/ /iP5, n'est pas approximativement normale et le raisonnement asymptotique
qui justifie la comparaison de la statistique de Pearson aux quantiles de la loi x?; n’est pas tenable.

On regroupe les familles comportant 0 et 1 garcons, ainsi que les familles comportant 11 et 12 garcons.
On compare a nouveau les fréquences observées et les probabilités attendues en utilisant la loi binomiale de
parametres 12 et .5192...

chisq.test (Saxonygrp,p=dbingrp)
Chi—squared test for given probabilities

data : Saxonygrp
X—squared = 105.8463, df = 10, p—value < 2.2e—16

Si ’hypothése binomiale est correcte, asymptotiquement, cette statistique se comporte selon une loi x3. La
probabilité qu’une variable x2 distribuée atteigne la valeur 105.8 est inférieure & la précision de la machine.

Si on a choisi un niveau supérieur & 107'%, on est conduit & rejeter ’hypothése nulle (dans une méme
famille, les sexes des enfants sont indépendamment et identiquement distribués selon une loi de Bernoulli dont
la probabilité est un propriété de 1’espece).

Lot limite de la statistique de Pearson modifiée

Dans cette section, nous caractérisons la loi limite de C(n,pg) sous I'hypothese nulle lorsque ©g
est un modele « régulier » et 6 un estimateur du maximum de vraisemblance. Pour établir que cette
loi limite est une loi du x? dont le nombre de degrés de liberté est égal a la différence entre p et
la « dimension » de Oy (soit r si Oy est un ouvert de R"), nous allons recourir & quelques outils
probabilistes rappelés ici.

HYPOTHESES TECHNIQUES : MODELES MULTINOMIAUX REGULIERS
On suppose que :

i) l'espace des parameétres © C R” est ouvert,
ii) la fonction de ©¢ —]0,1[P*1, 6+ py est deux fois continument différentiable en 6.
iii) la matrice d’information de Fisher est encore définie par :

Jipe 51'/]99H = Vps(e) Vps(o)*
i <r

Po Do = Vpe(a) Vpela)

1(0) =y [V logpg x V! logpg] = |:E9 [
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Mombre de garcons dans la famille

F1a. 7.1 : Les triangles représentent les proportions observées dans les données du docteur Geissler, les
disques représentent les proportions attendues dans un échantillon de réalisations indépendantes de la loi
binomiale de parameétres 12 et .519 (ajusté). On note que les familles équilibrées sont sous-représentées
dans I’échantillon du Dr. Geissler. Cette visualisation compleéte I'interprétation de la statistique du x?2.
L’hypothése d’une distribution binomiale du nombre de garcons dans la progéniture est rejetée. On
pourrait tester d’autre hypotheses. L’une des plus simples postule que nous avons affaire a un mélange
de deux types de famille. Dans chaque type de famille, le nombre de garcons est distribué selon une
binomiale, et le parameétre de succes de la binomiale dépend du type de la famille. Ce modele est défini
par trois parametres : les parametres de succes des deux binomiales et les proportions du mélange. Ce
n’est pas un modele exponentiel.

Elle est supposée inversible, donc de rang r, en tout 6 € Oy.
iv) La fonction § — I(f) est supposée continue.

On peut définir une matrice B(#) de dimensions r x (p + 1) et factoriser la matrice d’information

1(0) :

B(6) = ( f/;’—% ) ot 1(0) := B(0) x B(6)". (7.1)

1

v po(a)

\/ITH(O) P
BO)x| : |= (Z ajpem)) =0.
Vpalp)) N\ 1<y

La colonne de B(#) indexée par « est

Vpg(a). On utilisera plus tard le fait que

REMARQUE 7.17 On a aussi :

1(0) = ( —Eg [0;,; log pe] ) =—-E [V2 log pg] .

7,3’ <r

Les coefficients de la matrice d’information peuvent en effet s’écrire

pajyj/gax ga—ajea Xaj/ea
By pofa} x pefa} — dipefa} po{a}

pour 1 Sj,j/ <r.
a=0 pe{a}

La possibilité d’écrire l'information de Fisher comme ’espérance du Hessien de la log-vraisemblance est une
propriété de certains modeles statistiques, pas de tous, elle est notamment vérifiée dans les modeéles exponentiels.
L’information de Fisher est définie comme la covariance sous Py du vecteur score évalué en 6.
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Rappelons que la matrice (p+ 1) X (p+ 1), T'(f) est définie par

0(0) :=Idps1 — /Po/Po - (7.2)

C’est la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace orthogonal a la droite engendrée par le
vecteur unitaire /pg.

. 1 . . . . 1
Nous notons diag ( NG la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les Troeta) pour
a € {0,...p}.
On note

A (Nn(a) an{a}> :dlag<\/’iﬁ) X (Nn _npg) .

vnpef{a}t

Dans la suite £,,(0") désigne la log-vraisemblance de I’échantillon en 6’ € O,

n(0') = logpe{xi},

=1
pour chaque j <,

RIS St

-1 po{zi}

La fonction score est définie comme le gradient de la log-vraisemblance : V£, (0") = (9;4,,(0")) j<r, c’est
un vecteur colonne.
On définit la matrice symétrique A(6) par

ot T'() est défini par ([.9) et B(6) et I(8) sont définis par (F.1). On note la factorisation
Idp41
A(0) = 8B(6) x I'(6) x (Idp+1 : B(e)tz—l(a))
qui se vérifie en n’oubliant pas que T(0)B(0)'T-1(0) = B(6)'I~(). En effet
Po(0)
L(0)B(0)" = B(6)" — : < (VPo(0),--, v/Pe(p)) x B(O)'
= B(0)".

Le résultat essentiel sur le comportement asymptotique de la statistique de Pearson (étendue) est
donné dans le théoreme suivant.

THEOREME 7.18 Si ©g C R" définit un modéle multinomial régulier et si 0 est un estimateur
(consistant) au maximum de vraisemblance alors pour tout 6 € ©g, sous py

C(n,py) ~ X ou waf)_r.

La preuve du Théoréme s’appuie sur le lemme suivant qui implique au passage la normalité asymp-
totique de l'estimateur du maximum de vraisemblance dans le modele Oy.
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LEMME 7.19 Sous les conditions du théoréme , pour tout 6 € Oq, sous po,

10)V/n (B, — 0) — %wnw) LINY (7.3)

REMARQUE 7.20 Ce couplage asymptotique entre 1(6) ™" %Vﬁn(ﬁ) et \/ﬁ(é\n —0) n’est pas une propriété spéci-
fique des modeles multinomiaux réguliers mais des modeles dits réguliers en général. Dans le cadre des modéles
exponentiels, cette convergence en probabilité a déja été mise a profit pour étudier les méthodes d’estimation

« a un pas ».
Ce couplage peut étre établi dans des conditions beaucoup moins exigeantes que celles énoncées ici.

LEMME 7.21 Sous les conditions du théoréme , pour tout 0 € O, sous py, la suite de vecteurs
aléatoires de dimension p+1+r
Z’n
X" .— .
(o)

converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance A(6).

La démonstration du Lemme commence par vérifier que le score (le gradient de la log-vraisemblance
£,(.)) en O est une transformation linéaire de Z™.
PREUVE.(LEMME ) Le théoréme central limite vectoriel nous assure que la suite des vecteurs (Z,,)
converge en loi vers N'(0,T(6)).

On vérifie d’abord que la fonction score est une transformation linéaire de Z,,.

e A i |
R0 = 72 2 N

P
comme 0 = Z V po{a},

_ Z —npoia}) | Vpola}
a—0 vV Pe{a v pofa}

(0) x Z".

Passons au « couplage » (@) Par définition du maximum de vraisemblance V¢, (é) = 0, soit 0 =
0in (0 ) pour ¢ < r. On utilise la différentiabilité de la log-vraisemblance et un développement autour
de 6 par la formule de Taylor avec reste intégral. Pour tout i < r,

0= 0;ln(6,) = Z —0[j / 8;.in (0 + u(8, — 6))du
soit en divisant les 2 membres par 1/y/n :

dipo{a} (N"(a) — npe{a}) 5 N WG — 0))du
O—Zm N +;we 0D [ 03,00+ 0@, —0))a.

Vérifions maintenant que la matrice aléatoire de terme général

(; /01 05,500 (0 + u(B,, — 9))du)

85




converge en probabilité vers —I(6) dont le terme général est aussi la limite en probabilité de

1 1 (!
Eai,jén(9> = ; ) ai,jﬁn(e)du.

Nous voulons établir

e ~
- / [am-en(e +u(B, — 0)) — aivjen(a)} du 25 0.
nJo

Notons w(0) = supgr.g_g/||<s SUP; j<r SUP, |0;,j log Por{a} — 0; j log pe{a}|. Cette quantité est une fonc-
tion continue de § et tend vers 0 lorsque § tend vers 0. On a par ailleurs

1 /01 [@U[”(e + u(é\n -0)) — &Jﬁn(e)} du

n

ngw—@m.

L’hypothése de consistance de 1’estimateur én et 'hypotheése de continuité de la matrice d’information
de Fisher permettent alors d’établir la convergence en probabilité recherchée.
Par ailleurs la loi des grands nombres permet de conclure que

1 P

E(‘ﬂmfn(ﬁ) N ]Ea [(%J IOg pg] .

O

PREUVE. (LEMME ) D’apres le lemme , la limite en loi de la suite (X™)nen coincide avec la
limite en loi des images des vecteurs Z™ par la transformation linéaire définie par

Idp1
-1 (0)B0)
La limite est un vecteur gaussien centré. La covariance de cette limite est donnée par
Idp41

x D(6) x L t7—1 = A(0).
o) (14,00 BOYIH0) )

Nous pouvons passer a la démonstration du théoréme.
PREUVE. (THEOREME ) En 6, la différentielle de I'application

gH<wmw
Vpola} asp
vaut exactement B(f). En invoquant a nouveau le principe du Delta et le lemme , on en conclut

que
NWM._pHa}(pﬁa}—p@{aD>

ﬁ( Vpofa} Vpo{a}

converge en loi vers un vecteur Gaussien de matrice de covariance



On déduit que la suite de vecteurs aléatoires (Y"),en

NWM._pﬁa}(pﬂa}—p@ﬁaD>

Y":=+/n n
f( Vvpofa} Vpofa}

converge en loi vers un vecteur Gaussien de matrice de covariance

L'(0) — B(O)'T(9)B(#)

N
VP2

vV Pk
La matrice symétrique

-1

D(0) = B(0)" (B(6) x B(6)") B(#) = B(6)'I"(6)B(0)

est idempotente. C’est une matrice de projection orthogonale de rang r.

De plus, le vecteur ( /pe{1} /po{2} ... /po{k} )t appartient & son noyau.

Sous pg, les limites en loi de

P n(N"(a)/n — ps {«
oy = S (VAN @)/n v )

a=0 \/Pgn{a}

i <ﬁ<N"<a>/n ~py {a}) >
Vpoia}

et de

a=0

sont identiques. La derniére quantité s’écrit

> (ﬁ(N"(a)/n —po{a})  Vilpelo} - P@n{a})f

vpol{a} VPpola}

c’est le carré de la norme euclidienne de Y™. Du principe de I'image continue, on déduit que la suite
(IY™]|3), converge en loi vers la loi du carré de la norme du vecteur Gaussien de matrice de covariance
I'(0) — D(0). D’apres le Théoreme de Cochran, le carré de cette norme suit la loi d’'une somme pondérées
de variables distribuées selon la loi x2. Les valeurs propres de I'() — D(#) sont 1 (multiplicité p — )
et 0 (multiplicité r + 1).

a=0

O

7.7 LE TEST D’INDEPENDANCE

On dispose d’un échantillon de couples d’éléments de ' x Q" (deux ensembles finis de cardinalités
E+1letk”+1): (w,w),...,(w),,w). Cet échantillon a été obtenu en réalisant n tirages indépendants
selon une loi P inconnue sur €’ x Q. L’hypothése d’indépendance s’écrit : « la loi jointe est le produit
de ses deux marginales » .

L’ensemble des lois qui sont le produit de leur marginales est un petit sous-ensemble de I’ensemble des
lois sur 2’ x Q. Ce sous-ensemble peut étre paramétrisé par un sous-ensemble de dimension &’ +%" alors
que pour décrire toutes les lois sur ' x€2”, on doit utiliser un ensemble de dimension (k'4+1)x (k" +1)—1.

On vérifie simplement que les conditions qui précedent ’énoncé du Théoréme(@ sont remplies.
Dans le cas du test d’indépendance, 1’espace Oy est formé par le produit d’un ouvert de R par un
ouvert de R*". Si on note 6 := (0',0") avec ¢ € R*,0” € R¥, un élément de Oy on a

O] x "] si 0<o <KetO<a’ <K'
o MMxO—ZgﬂWWﬂ si 0<o/ <K eta” =0
Poleh 0} =3 (1-5h_ 08)) x 070" si o =0et0<a’ <K
1—z§ﬂywqx(1—zy:ﬁqu sia/ =0eta =0,
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L’estimateur au maximum de vraisemblance est simple. On note N, o le nombre d’occurrences
du couple (/,a”) € Q x Q' dans P'échantillon, N = > /v Narar, et Nogv =3 Navar.
Le maximum de vraisemblance dans le sous-modeéle O est atteint en (§',0"), o py '] = Ny ./n et
Py (0] = N. o /n. La statistique de Pearson modifiée s’écrit alors

k' k" 2
(No/,a” — Na/y.N.ya///n)
Z Z Na/’.N,’a///’I’L '

a’=0a’" =0

Le théoreme m implique que sous I’hypothése nulle, la statistique du x? d’indépendance converge en
distribution vers une loi du x? & (k' + 1)(k” +1) — 1) — (K’ + k) = k' x k" degrés de liberté.

7.8 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

L’optimalité du test d’adéquation du x? contre une collection d’alternatives locales est établie dans
[, Chapitre 14, Theorem 14.3.2].

A. VAN DER VAART [2] aborde le probléme des tests du type x? pour des hypotheéses composites
plus générales. Il établit une version beaucoup plus générale du Lemme [7.19.

Références

[1] E. L. LEHMANN et J. P. RoMANO. Testing statistical hypotheses. Third. Springer Texts in
Statistics. Springer, New York, 2005, p. xiv+784.

[2] A. VAN DER VAART. Asymptotic statistics. Cambridge University Press, 1998.
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TESTS NON—PARAMETRIQUES

8.1 UN PROBLEME

Nous travaillerons durant tout ce cours avec une loi P sur R. Nous ne supposerons en général rien de
spécial & propos de P si ce n’est ’absolue continuité par rapport & la mesure de Lebesgue (soit 'existence
d’une densité f). Nous noterons F' la fonction de répartition de P, (pour tous a < b : f[a ) f(x)d(z) =

F(b) — F(a) = Pla,b)).

Dans ce type de situation, on dispose d’un « résumé » de Péchantillon S, = (X1, Xo,...,X,),
I’échantillon trié¢ en ordre croissant : (X(1),..., X(n))-
Comme dans le cas du test d’adéquation du x?, on veut aborder le probléme de décision suivant.
Soit f une densité sur R et (z1,...,2,) un échantillon de n points de R.
Hg : L’échantillon (z1,...,z,) a été engendré par n tirages indépendants selon la loi P de densité f?
H; : L’échantillon (z1,...,z,) a été engendré par n tirages indépendants selon une loi différente de
P?

REMARQUE 8.1 Dans ce probleme, I’hypothése nulle est simple, ’alternative est composite et méme extréme-
ment riche.

EXEMPLE 8.2 C’est par exemple le probléme que cherchera a résoudre une association de consommateurs a
laquelle un constructeur affirme que les ampoules « dur-a-cuir » ont une durée de vie distribuée exponentiel-
lement avec une parametre .001 (La probabilité que 'ampoule fonctionne plus de x jours est exp(—0.001 x z)).
L’association va collecter des informations sur la durée de vie des ampoules « dur-a-cuir » : elle va rassembler
un échantillon de durées de vie observées (x1,...,2n) et se demander si cet échantillon peut raisonnablement
étre considéré comme la réalisation de n variables exponentiellement distribuées (avec le parametre .001).

Il faut construire un test qui réponde au cahier des charges suivant :

i) La statistique du test doit étre facile & calculer (comme la statistique de Pearson).
ii) La loi de la statistique de test ne doit pas dépendre de la loi P qui définit le probléme d’ajustement.
Ceci permettra de calibrer le test pour atteindre un niveau donné.
iii) Le test doit étre consistant : si ’hypothése nulle n’est pas vérifiée et si la taille de I’échantillon tend
vers l'infini, la probabilité de rejeter doit tendre vers 1.

8.2 LE PRINCIPE DU TEST DE KOLMOGOROV ET SMIRNOV

Le test de Kolmogorov-Smirnov (par la suite) résume a peine les données : il oublie simplement
lordre dans lequel elles ont été collectées. Les données x1, ..., x, définissent une loi sur IR appelée loi
empirique, notée P, :

1 n
P.{[a,b]} = - Z 1{q,4)(z;)pour tout intervalle [a, b].
i=1

Cette loi P, est une loi discrete, dont la fonction de répartition (appelée fonction de répartition empi-

rique) est notée F,
n

Falt) = Puf(~00, 11} = = 3" 1o a2)

i=1
C’est une fonction en escalier, croissante, qui saute de 1/n en chaque point de ’échantillon (voir Figure

)

REMARQUE 8.3 Si on considére le modele formé par les lois sur IR dominées par la mesure de Lebesgue, les
statistiques d’ordre, ou de maniére équivalente, la mesure empirique, forment une statistique suffisante (ou
exhaustive). Conditionnellement & la mesure empirique la loi de I’échantillon est la loi uniforme sur I’ensemble
des permutations des statistiques d’ordre.

DEFINITION 8.4 La statistique de Kolmogorov-Smirnov D,, est définie par
D, = Vv sup |Fy(a) — F(x)].
z€R

Le test de Kolmogorov-Smirnov rejette I’hypothese nulle si D,, est trop grande.
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REMARQUE 8.5 Ici la fonction de répartitin F' est supposée connue. C’est ’adéquation par rapport & F' que 'on
teste. La statistique de Kolmogorov-Smirnov est bien une statistique, calculable & partir des données (F,) et

des

i)
ii)

iii)

iv)

connaissances préalables (F).

Nous allons maintenant étudier quelques aspects de la statistique D,, :

Sous I'hypothése nulle (c’est & dire si les X; ~; ;.4 P), la loi de D,, est libre, elle ne dépend pas de
P (pourvu que P ait une densité), elle ne dépend que de n.
La calcul de D,, se réduit a un tri de I’échantillon, a I’évaluation de F' sur les points de ’échantillon
et a la recherche d’'un maximum dans un tableau de 2n + 1 valeurs.
Si I’hypothese nulle n’est pas vérifiée, par exemple si les X; ~; ;.4 P’ avec P’ # P. alors pour tout
M >0

P'{D, > M} —, 1.

Le test est donc consistant.
Pour terminer nous donnerons quelques résultats qui suggéreront (mais ne montreront pas) que
sous 'hypothese nulle,

D, ~ D

ol D est une loi « bien connue » (la loi du supremum du pont brownien réfléchi). Cette convergence
en loi, qui peut étre vue comme une conséquence d’'un théoreme central limite généralisé, permet
une calibration « asymptotique » du test : si dy_, désigne le 1 — « quantile de la loi de D alors
le test qui rejette 'hypothese nulle si D,, > dj_,, est asymptotiquement de niveau « (voir Figure

b.d).

1.00 -
0.75
c
kS
©
c
=)
S 050~
5
2
@
a
0.25
0.00 -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Fi1G. 8.1 : Fonction de répartition empirique F,, d’un échantillon de 100 points collectés indépendamment
selon des tirages uniformes sur [0, 1]. La courbe en tirets est la fonction de répartition de la loi uniforme.

8.3

LA TRANSFORMATION QUANTILE

Dans cette section nous allons formuler quelques observations trés importantes sur le comportement

de la variable aléatoire F'(X) lorsque X ~ P de fonction de répartition F. Ces observations seront im-
portantes pour nous, mais elles sont aussi trés fécondes dans le domaine de la simulation de phénomenes
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aléatoires, elles permettent d’engendrer des variables aléatoires de fonction de répartition donnée F a
partir de variables aléatoires distribuées uniforméments sur [0, 1].

Une fonction de répartition F' est une fonction positive, qui prend ses valeurs entre 0 et 1, est
croissante (au sens large, c’est-a-dire non-décroissante), continue a droite, et posséde une limite & gauche
en tout point. Si la fonction de répartition correspond & une loi de probabilité qui ne charge aucun point
(diffuse), elle est continue.

Dans tous les cas, on définit la fonction quantile F~!' comme une pseudo-inverse de F.

DEFINITION 8.6 La fonction quantile F~! d’une variable aléatoire X distribuée selon P (de fonction
de répartition F') est définie par

F~Yp):=inf{z: P{X <z} >p} =inf{z: F(z) > p}.

La fonction quantile est croissante et continue a droite elle aussi. La proposition suivante résume
quelques propriétés simples de la fonction quantile.

PROPOSITION 8.7 Si X a pour fonction de répartition F et pour fonction quantile F~1, alors on
a les propriétés suivantes, pour p €]0,1] :

i) p < F(x) si et seulement si F~1(p) < .
ii) FoF~1(p)>p .
i) F~'oF(x) <z .
i) Si F admet une densité F o F~1(p)=p

PREUVE. D’apres la définition de F~! si F(x) > p alors F~1(p) < x.

Maintenant pour établir la réciproque, il suffit de vérifier que F o F~1(p) > p.

En effet, si z > F~!(p), comme F est croissante F(z) > F o F~Y(p). Si y = F~!(p), par définition
de y = F~1(p), il existe une suite décroissante (z,)nen qui converge vers y telle que F(z,) > p. Mais
comme F' est continue & droite lim,, F(z,) = F(lim, z,) = F(y). Donc F(y) > p.

Remarquons que nous venons de prouver & la fois i) et ii).

iii) est une conséquence immédiate de i). Notons p = F(x). Donc p < F(z), ce qui est équivalent
d’apreés 1) & F~1(p) < @, soit F~1 o F(x) < .

iv) Si F' admet une densité f, F' est continue (méme absolument continue). Pour toute valeur p dans
10, 1], il existe au moins une valeur z tel que p = F(z) (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit y
I'infimum des valeurs x telles que F(x) = p, évidemment y = F~1(p). D’aprés 1) F(y) > p. Maintenant
si (zn)nen est une suite strictement croissante convergente vers y, on a pour tout n, F(z,) < p, et par
continuité a gauche, F(y) = F(lim,, 2,) = lim,, F'(z,) < p. Donc F(y) = p, soit F o F~(p) = p. O

A partir des propriétés de la fonction quantile, il est aisé de déduire le résultat suivant.

COROLLAIRE 8.8 Si X est une variable aléatoire de loi P dont la fonction de répartition F est
continue, alors les variables aléatoires F(X) et 1 — F(X) sont uniformément réparties sur [0, 1].

Dans le contexte pour lequel nous voulons construire des tests, on peut donc affirmer que sous
I'hypotheése nulle, Péchantillon F(X1),..., F(X,) est distribué de la méme fagon que Uy, ..., U, ol les
U; ~ Uniformel0, 1].

On peut aussi en conclure que pour simuler un tirage selon la loi de fonction de répartition F', il suffit
de disposer d’un générateur de nombres aléatoires uniformément répartis sur [0, 1] et de leur appliquer
la transformation F~1.

Nous allons maintenant vérifier que D,, est facile a calculer. Cette vérification, combinée aux obser-
vations de la section précédente nous permettra de conclure que sous I’hypothese nulle, la loi de D,, est
bien libre.

Nous adopterons la convention que z(y),...,z désigne la version triée en ordre croissant de
(71,...,2n), les variables aléatoires X ;) sont appelées les statistiques d’ordre de I’échantillon.
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LEMME 8.9 Le supremum dans la définition de D,, peut étre calculé efficacement d partir de I’échan-
tillon tri¢ en ordre croissant (x(1),...,T(n))

7

)

D,, = v/n max max <’:L — F(z3;)

0<i<n

F(x(m))D ,

n

avec la convention x(g) = —o0.

PREUVE. Considérons un réel ¢ compris entre x(;) et x(;;1). On a

Falt) = - = Fo (29) < Falarn) = =
et
F(z)) < F(t) < F(zig1)-
On a donc
Fo(2) = F (2(11)) < Falt) = F(t) < Fa (2)) = F (2))
et

F(zy) = Fo (2@)) < F(t) = Fa(t) < F (241)) — Fa (20)

ce qui nous conduit a

PO - Ful0)] < mx (| = Fla)| [ - Flagea))

pour tout t € [x(;), Z(i11))-
On peut par ailleurs vérifier avec le méme genre d’arguments que pour tout ¢ < z(y)

[F(t) = Fa()] < F(2))-
O

REMARQUE 8.10 Cette caractérisation de D,, nous assure au passage que D,, est bien une variable aléatoire. Cela
n’allait pas de soi avec la définition de départ qui considérait un supremum sur un ensemble non-dénombrable.

Une conséquence importante du Lemme précédent est résumée dans le théoreme suivant :

THEOREME 8.11 Si la fonction de répartition F est absolument continue alors la statistique de
Kolmogorov-Smirnov D,, est distribuée comme

< ... < Uy est le réarrangement croissant d’un échantillon i.i.d selon la loi
1

]

)
R o
ism "In (i+1)

v/nmax max Lo Ug
; n

ou Uny = Uz
uniforme sur [0,

Si ty, o désigne le 1 — a quantile de la loi de D, le test T}, o de Kolmogorov-Smirnov est défini par

1 siDy > tna
Tn.a(Sn) _{ 0 sinon.

Devant un test de cette forme, on peut aborder le probleme de calibration (détermination du seuil ¢, o
en fonction du niveau de confiance recherché) de deux fagons :
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i) développer un algorithme de calcul de ¢, . Ceci est aujourd’hui envisageable en utilisant les pos-
sibilités de simulation des ordinateurs.

ii) montrer que la suite D,, converge en loi vers une variable aléatoire non-dégénérée et tabuler une fois
pour toute la loi limite. Ceci permet de construire de suites de tests de niveau asymptotique donné.
Cette démarche (la seule raisonnable dans les années 1930) a soulevé des questions trés intéressantes
en théorie des probabilités. Elle a marquée le début de la théorie des « processus empiriques
» , qui sous-tend la théorie de la reconnaissance des formes ainsi que la théorie statistique de
I’apprentissage.

Nous n’avons pas les moyens techniques et conceptuels pour traiter le point 2 ci-dessus. Mais nous allons
tout de méme vérifier que sous ’hypothése nulle, D,, ne grandit pas trop vite, en fait certainement pas
plus vite que \/n, car D,,/y/n tend en probabilité vers 0.

8.4 UNE LOI DES GRANDS NOMBRES « FONCTIONNELLE » : LE THEOREME DE GLIVENKO-CANTELLI

Convenons de la définition suivante

>

n

Z, = = sup,cg |[Fn(t) — F(t)].

Bl

THEOREME 8.12 [THEOREME CLASSIQUE DE GLIVENKO-CANTELLI| Pour toute probabilité P sur
R, de fonction de répartition F continue, la suite (Z,)nen converge en probabilité vers 0 :

Ve >0, limP {Sup | (t) — F(t)] > 5} =0.
n teER

REMARQUE 8.13 Pour chaque valeur particuliere de x, on peut écrire

1

Fat) - F(t) = Z (Lei<e —E[lx <))

La différence F,(t) — F(t) est donc une somme de variables de Bernoulli indépendantes, normalisée par 1/n. La
loi des grands nombres habituelle nous indique alors

Ve >0,Vt € R, P{|F.(t)— F(t)]>¢e} —n0.

Le théoreme de Glivenko-Cantelli constitue une loi des grands nombres uniforme.

PREUVE. Soit € une réel strictement positif. Pour k € N, 1 < k < L%J, on définit

ye = F(ke).
Etant donné un échantillon x1,...,z,, et la fonction de répartition empirique F;, associée, siyj, <z <
Yiq1, alors
F(yy) < F(z) < F(Yiq1)
Fn(yi) < Fu(z) < Fn(ch-s-l)-

Donc
F(yi) = Fu(Yiq1) < F(2) = Fu(z) < Flyiqa) — Fu(yi)
ce qui entraine
|F (@) = Fo(o)| < max (IF(y;) = Fa(yi)l, [F(Vigr) = Fa(yig)]) +e
soit

sup F(z) — Fp(x)] < max max (|F(yg) — Fn(yi)|) + e
(SR~ Fae) < | max(FOR) = By
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Par ailleurs, pour x <yj,
[F(x) = Fy(z)| < [Fa(y]) — F(y1)| + €

A €
et de méme pour x > Y{1/e]

[F () = Fu(2)] < | Fu(yliye) = F1/e)| €

En récapitulant

Dy,

— < max max (|F(y}) — Fn(y; €.

7 = 1<) (I1F(yk) = Falyi)l) +
On peut maintenant observer que F(yf,) — F,(y;) est un somme normalisée de variables aléatoires
centrées d’espérance nulle et de variance ke(1 — ke). Donc d’apres 'inégalité de Bienaymée-Chebyshev

PP FG) — Falyi)] > u < PR

Et

/e
n € _ € > < .
Pr{ e 1P - F00)1 > o) < 50

En choisissant © = €, on peut en déduire que, lorque n tend vers l'infini :

Dy

Comme on peut choisir € arbitrairement petit, la convergence en probabilité est démontrée.

O

REMARQUE 8.14 Cette démonstration du théoréeme de Glivenko-Cantelli ne s’appuie que sur deux choses : la
loi des grands nombres pour des sommes de variables de Bernoulli, et sur la possibilité d’encadrer chaque
indicatrice de demi-droite, par deux indicatrices assez proches. Cette dernieére idée est souvent utilisée sous
une forme généralisée en théorie des processus empiriques : c’est la possibilité de couvrir la classe de fonctions
intéressante F & l'aide d’un nombre fini d’intervalles ou braquets (brackets).

Consistence du test de Kolmogorov-Smirnov

Le théoreme de Glivenko-Cantelli nous donne une intuition sur le comportement de la statistique
de Kolmogorov-Smirnov. Si on veut se convaincre

THEOREME 8.15 Si (X1,...,X,,) est collecté par des tirages i.i.d. selon une loi P’ de fonction de
répartition F' #£ F, alors D,, = \/nsup, |F,(z) — F(x)| converge en P’-probabilité vers l’infini.

PREUVE. Il existe € > 0, tel qu'il existe = vérifiant F'(z) — F(z) > e > 0ou F(x)— F'(x) > € > 0. Sans
perdre en généralité supposons que nous sommes dans la premiere situation. Comme

\/ﬁsgp |Fn(t) = F(t)] 2 Vn (Fo(z) = F(2)) = Vn(Fu(z) = F'(2)) + Vo (F'(z) — F(z)),

on a donc
Dy > /i (Falz) — F/(x)) + e,

La loi des grands nombres, indique que sous P', |F'(z) — F,,(x)| =¥ 0. Donc
P'{F,(z) — F'(z) < —¢/2} —, 0,

soit pour tout M > 0

P’ {\/ﬁSltlp |Fo(t) — F(t)] > M} 1.

O

Ceci implique que quelque soit le choix d’un seuil 7 > 0, pour le test qui rejette I'hypothese nulle

lorsque D,, > 7, la probabilité de rejeter lorsque I'hypothése nulle n’est pas vérifiée (sous une alternative
fixe) tend vers 1 lorsque la taille de 1’échantillon tend vers l'infini.
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8.5 INEGALITES POUR LA STATISTIQUE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV,

Nous ne sommes pas en mesure d’établir que sous l’hélpothése nulle la suite des lois de (D,,),, converge

étroitement (les simulations présentées sur la figure suggerent que D,, est bien normalisée). C’est
pourtant le cas.

THEOREME 8.16 Sous l'hypothése nulle, la statistique de Kolmogorov-Smirnov converge en loi.
Pour x > 0,

lim P{D, >z} =2 (~1)Fle 2"

n—o00
k=1

Nous allons établir des inégalités de déviation pour D,, sous 'hypothése nulle. Ces inégalités sont non-
asymptotiques (valables pour tout n) et elles montrent que la suite des lois de (D,,),, est uniformément

tendue. Ceci implique que la suite des lois de (D,,),, est relativement compacte pour la topologie de la
convergence étroite.

L’inégalité de DVORETZKY, KIEFER et WOLFOWITZ [Il] et MASSART [4] s’énonce ainsi :

THEOREME 8.17 Pour tout entier n > 1, tout ¢ > 0,

P {D, > ¢} < 272 .

Si on choisit = F*(1/2), nF,(z) est distribué comme une binomiale de parameétres n et 1/2.
L’inégalité de Hoeffding nous indique alors

P {1 |F,(z) — F(z)] > €} <2672

Le théoréme établit donc une inégalité de déviation de type Hoeffding assez remarquable pour le
supremum. Il s’agit d’un résultat difficile.

Ce résultat difficile ne peut étre amélioré. Une version affaiblie peut étre enseignée :

PROPOSITION 8.18 Pour tout entier n > 0, tout € > 0

2

P{D, >¢} <4e 7.

La preuve de la Proposition B.1§ est I'occasion d’introduire la technique dite de symétrisation,
d’explorer les premiéres étapes de la preuve des inégalités de Vapnik-Chervonenkis, et d’appliquer en
statistique des outils élégants issus de la théorie des marches aléatoires (principe de réflexion).

La technique de symétrisation est une technique générale, simple et puissante de la théorie des
processus empiriques. Elle permet de majorer élégamment des espérances de suprema de processus
empiriques.

Pour formuler le Lemme de symétrisation, nous utiliserons des variables de Rademacher, autrement
des signes aléatoires : une variable de Rademacher vaut 1 ou —1 avec probabilité 1/2.
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F1c. 8.2 : Graphe de la fonction s — /n|F,(s) — F(s)| pour un échantillon de taille 100 de la loi
uniforme. Le processus illustré est souvent appelé le pont empirique. La limite en loi du pont empirique
est la loi du pont brownien (mouvement brownien conditionné a valoir 0 au temps 1.) La ligne pointillée
est calculée a partir d’un échantillon de taille 10000.

LEMME 8.19 Soit X4,...,X,, une suite de vecteurs aléatoires indépendants indexés par T . Soient
€1,...,€, une suite de variables de Rademacher indépendantes entre elles et indépendantes des
Xi,...X,. STi¥: R — R est convexe et croissante, alors
n n
E |V <sup > X —EXiy ) <E |V (2 sup [y € Xy )] .
teT i teT |5

REMARQUE 8.20 Si on choisit ¥(z) = z, on obtient l'inégalité

n

Z € Xt

1=1

ZX ~EX,,

i=1

E [sup

teT

< 2IE |sup

teT

} |

Cette inégalité de symétrisation permet de se concentrer sur une quantité souvent plus simple a

étudier
¥ | 2sup | X1,..., X,
teT

ou l'espérance conditionnelle n’est que ’espérance calculée par rapport aux variables de Rademacher
(c’est une simple somme).

PREUVE. (Lemme de symétrisation) Dans la suite les Y; sont i.i.d. uniformément sur [0, 1]. On introduit
par souci de commodité

n

Z €Xit

i=1

E

i Xi,s - ]EXi,s

i=1

Z =+/nD,, = sup
s€[0,1]

96



ou X;s=1s1Y; <setX,;,=0sinon. Dans la suite pour ¢ < n, Y/ est une copie indépendante de Y,
et X/ = Iy/<,. On peut réécrire Z en

Z = sup

> X —EX]
s€[0,1] ’

i=1

Les ¢; sont des variables de Rademacher (P{e; = 1} = P{¢; = —1} = 1/2) indépendantes des ¥;,Y;.
On utilisera le fait que ¢;(X; — X]) ~ (X; — X]) car la variable aléatoire fonctionnelle X; — X/ est
symétrique : elle a méme loi que son opposé. Dans la suite les espérances sont prises par rapport a

/ /
Xla-~-7XnaX17~-~7Xna€17--~7€n-

>] (Inégalité de Jensen)

)

E[¥(Z)]=E| sup ¥ ( > Xi.—EX],
_56[0,1] i—1

i=1

<E| sup ¥ ZXi,S - X!
|s€00,1] ’

(X; — X! est symétrique)

) + v (2 ))] (Inégalité de Jensen)
(]

En choisissant ¥(z) = e** pour A > 0, nous venons d’établir une inégalité de symétrisation qui sera
I’élément clé de la preuve de la proposition théoréme ﬂ (version facile du théoréeme ﬂ qui n’est pas
fondée sur un argument de symétrisation) :

=E| sup ¥ ZQ(Xi,s -X;,)
selo.] \|ioT ’
- . n
<E|sup =T (2 €Xis
| s€[0,1] 2 ( ( ; o

n
§ 6iXi,s
i=1

n
§ : /

- eiXi,s
=1

<E| sup V|2
_sE[O,l]

’
sup e*Xi Xis—EX] |
s€[0,1]

E <E

n . .
sup 62’\|Zf?:1 €iXisf |
s€[0,1]

REMARQUE 8.21 Cette inégalité est valable pour des suprema de processus empiriques beaucoup plus généraux.
Si les X; s étaient des indicatrices d’ensembles plus compliqués que des demi-droites, elle resterait valable. De
fait cette énégalité peut constituer la premiere étape d’une preuve des inégalités de Vapnik-Chervonenkis (voir
Chapitre {).

Nous allons maintenant exploiter le fait que nous avons affaire a des indicatrices de demi-droites.
PREUVE. (Proposition ) Presque stirement, les Y; sont deux a deux distincts. Pour une réalisation
des ¢; et des Y;, on a

sup ezAIZ?:IEiXixS = sup 82)\|Z?:16iﬂyi§3|

s€[0,1] s€[0,1]
2>\|Z?’:1 Ei]IY»; SY()C) |

= maxe
k<n

koo
— maxe?MZi e

nax (en loi).

Donc

sup 62>‘|Z?=1 €iXi,s
s€[0,1]

E |Y1,....Y,| =E

rna,Xep\'ZiSIC : ] : (8.1)
k<n

Le membre droit est un moment exponentiel de la marche aléatoire symétrique réfléchie. Comme pour
toute variable aléatoire positive, ’espérance peut s’écrire comme l'intégrale des probabilités de déviation.

o0
:/ P maxe”“ziike"' >qa,da.
0 k<n
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On note

Ay = {62’\|Zi5’€6i > a, et P Eiss &

Les Ay forment une famille d’événements deux a deux disjoints. D’une part,

QA‘ZiSkEi > = A
e zaf=U

k<n

<ap0urj<k}.

et d’autre part, pour chaque k € {1,...,n},

1
Za|Ak} Z 57

IP {62)“Ez§n €

en effet, avec probabilité supérieure ou égale a 1/2, >7, . €; est du méme signe que >, €; (nous
utilisons ici le principe de réflexion de Désiré Andre) On peut déduire une inégalité maximale :

Pl Zacl 2ol < 2 PGP {PIEel 2 a) )
ksn k<n
= 2P {eg’\|2i3” il > a}
D’ou
E {maxe”|zi<k € } <2E [62/\|Zi<" “ }
k<n
< 2E |:e2)\ Dicn € 4 om2A Nicn €
<AJ4E [e” 2isn e] (symétrie)
< 4en P (Lemme de Hoeffding).

On aboutit & )
E [e’\Z] < 4e?

et la proposition B.1§ s’'obtient en choisissant A = €/(4y/n) et invoquant le Lemme de Markov.

8.6 ADEQUATION A UNE FAMILLE DE LOIS

De méme qu’on peut utiliser les statistiques du x? pour tester ’ajustement & une famille de lois,
on peut utiliser les statistiques de Kolmogorov-Smirnov pour tester ’adéquation a une famille de lois.
Prenons le cas de la famille des lois exponentielles dont les densités sont de la forme 1/0 exp(—z/0),
pour z > 0,0 > 0.

On peut chercher a modifier la statistique de Kolmogorov-Smirnov, en substituant a la fonction de
répartition inconnue, une fonction de répartition estimée, par exemple via la méthode du maximum de

vraisemblance. R
Vnsup |F,(z) — (1 - e*“"/"ﬂ
zeR

ou ¢ = X,. On peut vérifier que sous I’hypotheése nulle, la loi de cette statistique ne dépend pas du
parametre o (la loi de (X;/X,,) ne dépend pas de o, il n’y a 1a rien de spécifique a la famille des lois
exponentielles. Cette construction fonctionne pour les familles définies par un parametre d’échelle). La
statistique de test devient
Z 1
n

Elle n’est pas distribuée de la méme fagon que la statistique de Kolmogorov-Smirnov calculée sous
I’hypothese nulle sur un n-échantillon. La distribution sous I’hypothése nulle dépend de la famille de
lois considérée.

Le lemme suivant nous fournit une autre voie.

\/n sup
z€R

lfe I)

q>‘ >
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LEMME 8.22 Soient Y1,...,Y, des variables aléatoires positives i.i.d. On note S, = Z?Zl Y. La
loi commune des Y; est exponentielle si et seulement si conditionnellement a S,, Y1,...,Y,_1 est
distribuée comme les écarts d’un n — 1-échantillon de la loi uniforme sur [0, Sy].

PREUVE. Une suite de calculs astucieux mais élémentaires montre que la densité de la loi commune des
Y; est une solution mesurable de I’équation fonctionnelle de Cauchy

flx+y) = f(2)f(y) pour z,y > 0.

Les seules solutions mesurables de cette équation sont de la forme f(x) = bexp(ax) pour b > 0,a € R.
La densité de la loi commune des Y; est une solution mesurable de I’équation fonctionnelle de Cauchy.
|

On en tire le corollaire.

COROLLAIRE 8.23 SoientY7,...,Y, deswvariables aléatoires positives i.i.d., On note S, := Z;.l:l Y.
La loi commune des Y; est exponentielle si et seulement si la suite (Z;)j<n définie par Z; =

izl Y; /Sy est distribuée comme les statistiques d’ordre d’un n — 1-échantillon de la loi uniforme
sur [0, 1].

Tester 'adéquation a la famille des lois exponentielles revient donc a calculer la statistique de
Kolmogorov-Smirnov d’ajustement a la loi uniforme sur la suite Zy,...,7Z,_1 et & comparer cette
statistique aux quantiles de la loi de la statistique de Kolmogorov-Smirnov pour les échantillons de
taille n — 1.

8.7 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

La symétrisation, consiste (entre autres choses) a réduire I’étude d’une suite de variables aléatoires
vectorielles centrées (X;); & celle d’une suite de variables alétoires (X[); symétriques. Une variable
aléatoire X est dite symétrique si X et —X ont méme loi. Ledoux et Talagrand [§] utilisent ce type de
techniques pour caractériser la convergence presque siire de sommes de vecteurs aléatoires indépendants
(en particulier pour les vecteurs aléatoires & valeur dans des espaces de Banach). Ils renvoient aux
travaux de Paul Lévy. L’utilisation des arguments de symétrisation est centrale dans les travaux de
Vapnik et Chervonenkis [, f, 9], sous la forme présentée ici, elle a été popularisée par Giné et Zinn [2].

En statistique, la symétrisation est utilisée sans étre toujours mentionnée. En apprentissage, les
moyennes de Rademacher, conditionnelles ou non, sont une variante du bootstrap a poids qui repose sur
la symétrisation [3]. Les tests de permutation peuvent aussi étre considérés comme des techniques de
symétrisation.

La résolution de ’équation fonctionnelle de Cauchy est étudiée dans [[].
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CLASSIFICATION, STATISTIQUES, APPRENTISSAGE

9.1 MOTIVATIONS

Le probleme de classification supervisée est un probléme de prédiction. C’est le probléme qui se pose
a un herboriste qui a ramassé dans fleurs dans la nature et qui essaye de déterminer pour chaque fleur
lespece a laquelle elle appartient. Un étre humain comparera la fleur aux spécimens décrit dans une
flore, il utilisera de fait une procédure de classification arborescente : la classification des especes est
(était) un arbre, chaque critére de comparaison proposé par la flore indique une branche a suivre. Les
critéres utilisés dans les flores sont souvent qualitatifs.

On peut chercher et on a cherché depuis longtemps a automatiser les procédures de classification
supervisée. L’une des premieres incursions de la statistique dans le domaine de la classification supervisée
fut I’étude de 150 specimens d’Iris par R. Fisher dans les années 30 (voir wikipedia). Le jeu de données
(échantillon en statistique, ensemble d’entrainement dans le vocabulaire du machine learning), comporte
50 représentants de chacune des trois especes : Iris setosa, Iris versicolor, Iris virginica. Pour chaque
individu/observation (élément de 1’échantillon), on dispose de 4 mesures (longueur, largeur des pétales
et des sépales) et d’une étiquette ’espece.

Iris
1 B setosa
i @ Vvirg./versi.
59 ---- Class boundary
% _
S 4
T E L] L]
& .
U) -
4 L]
3 [ ] o o .
L
= L]
2 4
11 | r 1. 1| 111 | rrrr | 11 11 [ 1 T 11 [ T T Tt 1T [ T T T T [
4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Sepal Length

Fia. 9.1 : Classification binaire des Iris de Fisher selon la longueur et la largeur des sépales. La droite
a été ajustée par régression logistique.

L’objectif de la classification binaire supervisée est de construire a partir de cet échantillon une
fonction de R* dans {—1,1} (associons 1 & setosa). L’espoir est que cette fonction (appelée classifieur)
sera capable de classer correctement une nouvelle observation.

9.2 CLASSIFIEUR BAYESIEN, EXCES DE RISQUE

Pour formaliser le probleme de classification supervisée, nous introduisons un cadre probabiliste :
(X,Y) est un couple aléatoire & valeur dans X x Y on Y = {—1,1}. La loi P de (X,Y) est fixée,
inconnue et nous ne souhaitons pas faire d’hypotheses a son sujet. Un tirage selon P modélise le tirage
d’une observation X et de sa classe Y.

Nous supposerons ici que X = IR¥ pour un D fini (on rencontre parfois des cadres plus sophistiqués
ol X est un espace de Hilbert, voire un Banach). L’espace X’ est muni de sa tribu habituelle.
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Un classifieur (binaire) est une fonction mesurable de X’ dans {—1, 1}. Un classifieur est utilisé pour
prédire Iétiquette d’une observation.
Le risque du classifieur f est le probabilité de mal prédire Y a l'aide de f :

L(f) =P{f(X) # Y} = Ellx)2v] -

Comme la loi P de (X,Y) n’est pas connue, nous serons amenés a approcher le risque par une quan-
tité empirique, calculable & partir de ’échantillon (aussi appelé ensemble d’apprentissage) : le risque
empirique du classifieur f,

1 n
La(f) = Pu{f(X) £ Y} = = > Tyixev, -
i=1
Parmi les classifieurs, il en existe un qui minimise le risque. Pour définir ce classifieur, appelé classifieur
bayésien, on introduit la fonction de régression, qui est ’espérance conditionnelle de Y sachant X
n(X)=E[}Y | X].
La quantité n(X) définit la loi conditionnelle de Y sachant X :

P(Y:1|X:x):1++](X).

PROPOSITION 9.1 Le classifieur bayésien est défini par
JH(X) = sign(n(X)) .
avec la convention sign(x) =1 si x > 0, —1 sinon.

1 —[n(X)|

E[l; x)zy | X] = 5

Le classifieur bayésien minimise L. Pour tout classifieur f :

L(f) = L(f*) = E [L(x) - (x)<o0n(X)]] -

PREUVE. L’exces de risque s’écrit :

L(f) = L(f*) = E [E [Lyx)zy — L (x)y | X]]
=E [T5x)% () E [T (x)=y — L= (xyzv | X]]

ol L+ (X _ 1= In(X)|
- FX)#f*(X) 9 2

=E [T5x)z5-x)n(X)]] -

O

En apprentissage machine, I'objectif est de proposer une fonction f qui prédise Y presque aussi bien

que le classifieur de Bayes. On se donne une classe de fonctions (mesurables) F de X dans {—1,1}.

L’objectif est de minimiser le risque L dans F. Pour alléger notations et calcul on suppose qu’il existe
f € F tel que

L(f) =min L(f).
(F) = min L(/)
Ce minimisant n’a pas de raison d’étre unique (en général). Comme L n’est pas calculable (la loi de
(X,Y) n’est pas connue), on adopte le principe de substitution, on minimise L,,. Le minimiseur du risque
empirique est défini par

~

frn =argmin L, (f) avec f € F.

On se pose des questions

102



i) Que peut-on dire de L(ﬁl) - Ln(ﬁ) ? 1l s’agit de préciser

~ ~

E L(fn) - Ln(fn) > 0.

ii) Que peut-on dire de 'ezcés de risque L(]?n) — L(f) au dela du fait que cette variable aléatoire est
positive ?

En se concentrant a priori sur la méthode de minimisation du risque empirique, nous adoptons une
démarche de nature comparable & celle qui consiste a étudier la maximisation de la vraisemblance dans
les modeles dominés. On ramene le probleme de 'inférence statistique a un probleme d’optimisation.

Techniquement, la situation est tres différente de la maximisation de la vraisemblance dans les
modeles exponentiels. Nous ne supposons pas grand chose sur le mécanisme de génération des données
(sinon qu’elles sont i.i.d. selon P). La minimisation du risque de classification empirique n’est pas (en
général) un probléeme d’optimisation convexe. Le minimisant du risque empirique n’est en général pas
connu sous une forme close (méme lorsqu’il est défini). En apprentissage machine, on ne cherche pas a
s’appuyer sur des statistiques suffisantes fini-dimensionnelles (comme quand on travaille sur des modéles
exponentiels), la seule statistique suffisante utilisée est la mesure empirique définie par I’échantillon (qui
associe un point 1/n & chaque élément de I’échantillon).

Cette mesure empirique et ’ensemble de classifieurs F définissent un processus empirique indexé par
F

1 n
(Ln(f) = L(f)) jer = (n > (Myxnpv — Eﬂf(xi);m))
=1 feF

Pour étudier I'exces de risque et les quantités apparentées, nous allons nous concentrer sur le supremum
du processus empirique.

L’étude de la minimisation du risque empirique passe en effet par le controle d’un processus empirique
indexé par F :

~ o~

L(fn) - Ln( ) < sup L(f) _Ln(f)
feF

< sup |L(f) — L.(f)]
feF

et
L(f2) = L() < L(fa) — La(fa) — (L(F) — La(F)
< sup (L(f) = Lu(f) = (L(f) — L ()

< 2sup |L(f) — La(f)]-
feF

Controler le supremum du processus empirique va nous obliger & développer de nouvelles techniques
d’analyse substantiellement différentes des méthodes asymptotiques utilisées pour étudier le maximum
de vraisemblance dans les modéles paramétriques.

9.3 CLASSIFIEURS LINEAIRES

Pour illustrer le probléme général, nous utiliserons un cas concret : les classifieurs linéaires.
Un classifieur linéaire définit un demi-espace :

fu(x) = sign((w, z))
On pourrait adopter la notation un peu plus générale
fuw,z(x) = sign((w,z) —7)

avec w € RP, 7 € R. Ce dernier cadre n’est pas plus général que le précédent. Il suffit d’ajouter une
coordonnée constante égale a 1 a chaque exemple, pour constater que tout algorithme d’apprentissage
capable de résoudre le premier probléme est capable de résoudre le second.
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9.4 CLASSES DE VAPNIK-CHERVONENKIS

Lorsque nous chercherons a contrdler le supremum du processus empirique indexé par 1’ensemble
de classifieurs F, nous utiliserons une inégalité de Bonferroni (union bound), nous serons amenés a
manipuler le cardinal de
{(sign(f (i), ..., sign(f(zn)) : f € F}
pour tout (z1,...,2z,) € X™. Les notions développées par Vapnik, Chervonenkis et quelques autres
s’avéreront tres utiles.

DEFINITION 9.2 (COEFFICIENTS DE PULVERISATION ET DIMENSION DE VAPNIK-CHERVONENKIS) Soit
X un ensemble, A un ensemble de parties de X, et {z1,...,2,} C X, on appelle trace de A sur
{xl,"';xn} QX

Tra(zy,...,Tn) = {{xl,...,xn}ﬂA:AeA}

On note

Ny(z1,...,2y) = ‘TrA(xl,...,wn) .

Si Na(x1,...,2,) = 2", on dit que (z1,...,2,) est pulvérisé par A.
Les coefficients de pulvérisation de A sont définis par
$(A,n) = max Na(z1,...,2,).
T1,..%n
La dimension de Vapnik-Chervonenkis de A est la cardinalité maximale des ensembles pulvérisés par
A
vo(A) = max {n: $(A,n) =2"}.

REMARQUE 9.3 La dimension de Vapnik-Chervonenkis peut étre infinie. Il suffit que considérer X infini A
I’ensemble de toutes les parties finies de X.

L’ensemble des parties de X comportant chacune au plus v éléments de X posséde une dimension de Vapnik-
Chervonenkis exactement égale a v.

LEMME 9.4 (Vapnik-Chervonenkis, Sauer, Shelah) Si VC(A) = v < 00, alors pour tout n

$(A,n) < ; (?) .

Dans la preuve, nous nous ramenons a ’étude d’un sous-ensemble du n-cube discret {0,1}"™. On
définit un ordre partiel sur {0,1}", u < y si pour tout i < n, u; < v;. Un sous-ensemble F de {0,1}"
est dit monotone ou héréditaire, si pour tout v € E, pour tout u <v,on a u € F.

PREUVE. Si n < v, il n’y a rien a démontrer. Dans la preuve n > v, et x1,...,%, est une suite de n
éléments distincts de X'. On définit une bijection de

Tra(zy,...,xn) ={AN{x1,...,2,} : A€ A}
vers un sous-ensemble du n-cube discret {01, }" :
E={w:we{0,1}", 34 € A;w; =La(z;)} .

On note que A pulvérise z;,,...,x;, siet seulement si la projection de E sur les dimensions iy, ...,
est le k-cube discret (on dit alors par abus que E pulvérise 41, ..., ).
Pour w € {0,1}", on note w® le vecteur Wiy .oy Wim1, 0, Wit1,. .., w, (on a toujours w® < w).
On définit Uopération de décalage selon la dimension ¢ < n, T}, pour F C {0,1}"

T,(F) = {Ti(w, F) : w € F}
avec pour tout w € F

Ti(w,F) =

w wsinon

{w(i) siw® g F
On note
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) Ti(F)| = |F|
ii) |T;(F)| et |F| pulvérisent les mémes ensembles d’indices.
iii) T;(F) = F, si pour tout w € F, w® € F.

On cherche ensuite a appliquer les transformations 7; aux transformées de E, on s’arréte lorsqu’au-
cune transformation ne modifie le sous-ensemble courant F'.

F, monotone, i = E, False, 1 # initialisations
while not monotone :
while i < n+1 :
if (T[i]J(F) != F) :
F = T[i] (F)

break
else :
i = i+1
if 1 == n+1: #
monotone = True

L’algorithme termine car lors d’une itération de la boucle while externe, soit une des transformations
modifie F' et on fait diminuer d’au moins 1, la somme des poids de Hamming des éléments de F, soit
on constate que F' est monotone. La somme des poids de Hamming des éléments de F' est une quantité
positive.

A chaque itération de la boucle while externe, on préserve le cardinal de F' et sa vC-dimension.

Notons F la valeur de F' lorsqu’on sort de la boucle while externe.

Si un sous-ensemble monotone de {0,1}" contient un élément avec d coordonnées non-nulles alors,
il pulvérise ces d coordonnées. Comme la dimension de Vapnik-Chervonenkis n’augmente pas avec les
décalages, on conclut que F ne contient pas d’élément comportant plus de v coordonnées non-nulles,

soit
EI=1E< (7).
=0
O
Les coeflicients de pulvérisation des classes de Vapnik-Chervonenkis sont souvent majorés a 'aide
du résultat technique suivant. Cette idée est précisée par le pseudo-code python qui suit.

PROPOSITION 9.5 Pourn > v,

PREUVE. On a

ou la premiére inégalité vient de v/n < 1, O
Pour se figurer un cas concret et utile de classe de Vapnik, il suffit de penser aux demi-espaces.

PROPOSITION 9.6 La dimension de Vapnik-Chervonenkis des demi-espaces de R? est inférieure ot
égale a d + 1.
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La proposition @ est un corollaire de la proposition suivante.

PROPOSITION 9.7 Soit ¢1, ..., ¢ une collection de fonctions mesurables de X dans R. On noter la
dimension de l’espace vectoriel engendré G par ¢1,...,¢r. On considére l’ensemble des classifieurs
F ={signog:geqg}.

VvCe(F) < r =dim(G)

PREUVE. (Proposition @)
On procede par contradiction. Supposons {1, zs,...,2z,} pulvérisée par F avec n > r + 1. Cet
ensemble pulvérisé définit une fonction linéaire de G dans R"™ :

L(g) = (9(x1), .-, g(zn))"-

L’ensemble L(G) est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension inférieure ou égale & r < n. Il existe
donc un vecteur v € R™ \ {0} orthogonal & L(G), soit

D uwigle) =0 Vgeg.
i=1

Comme on a supposé {z1,Za,...,z,} pulvérisée par F, il existe g € G tel que g(x1),g(x2),...,g9(xn)
sont tous de méme signe. Les coefficients u; ne peuvent étre tous de méme signe. On peut écrire pour

tout g € G
- Z uig(w;) = Z uig(w;) .
1:u; <0 :u; >0
Maintenant, ’hypothése de pulvérisation implique qu’il existe g € G tel que g(z;)u; > 0 pour tout i < n.
O

9.5 INEGALITES DE VAPNIK-CHERVONENKIS

THEOREME 9.8 (INEGALITES DE VAPNIK-CHERVONENKIS) Soient X1, ..., X, i.i.d. sur un espace
probabilisé et F une classe d’indicatrices (mesurables) sur Uespace des valeurs des X;, alors pour
tout n, tout n > 0,

n

> (X)) —EA(X)

i=1

1
— sup
n ferF

E
n

] < 21og(2%(F,n))

et, pour a > 0,

n

D (X)) —Ef(X)

i=1

1 "'LOC2
P < sup — >ap <$(F,n)e 1.
fern

REMARQUE 9.9 Les bornes du théoréme ne sont pas optimales. Elles peuvent étre améliorées en utilisant des
arguments plus fins que les bornes de Bonferroni, les arguments de chainage.

Si la classe d’indicatrices est une classe de Vapnik-Chervonenkis, on obtient des majorants faciles a

exploiter (mais conservateurs). En exploitant le lemme et la proposition @, on déduit du théoréme
?7? le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 9.10 Si F est une classe de Vapnik-Chervonenkis de dimension v, pour n > v,

" v 2en
o P ; (X5) ( )] - log —
et pour o > 0
n v na?
Psup — | F(X) —Bf(X)| 2 ap <2(2) e
fer i=1 v

La preuve du théoreme @ repose sur un principe simple : la symétrisation (déja utilisée dans le
cours ED) et sur l'inégalité de Hoeffding (lemme ) La symétrisation mettra en avant la quantité
suivante.

DEFINITION 9.11 (COMPLEXITE DE RADEMACHER) Soit F une collection de fonctions mesurables de X
dans R, X3,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes a valeur dans X, et €;,...,€, une
suite de variables de Rademacher indépendantes et indépendante de Xy, ..., X,,, on appelle complezité
de Rademacher de F, la quantité suivante :

La complexité de Rademacher et encore plus la complexité conditionnelle de Rademacher :

n

Zfif(Xi)

=1

R, (F)=IE |sup

fer

n

ZQ‘f(Xi)

i=1

E |sup

fer

|X17...,Xn]

sont des outils commodes pour majorer I'espérance du supremum d’un processus empirique.
Rappelons maintenant le lemme de symétrisation, déja utilisé pour établir des inégalités de déviation
pour la statistique de Kolmogorov-Smirnov.

LEMME 9.12 Soit Xy,...,X,, une suite de variables aléatoires indépendantes a valeur dans X,
F une classe de fonctions mesurables de V dans R. Soient €1,...,€, une suite de variables de
Rademacher indépendantes entre elles et indépendantes des X1, ...X,. ST ¥ : R — R est convexe
et croissante, alors

E (¥ | sup f(X;) —Ef(X; <E |V |2sup e f(X; .
(fg;u <>> (fg; (X,)
En choisissant ¥ = Id, on obtient
COROLLAIRE 9.13
E [sup > f(X;) = Ef(X;)|| < 2R (F).
fer i

ur majorer R, nous utiliserons 1'inégalité maxim uivante.
Po ajorer R, (F), nous utiliserons I'inégalité maximale suivante
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LEMME 9.14 Si Zy,. .., Zy, sont des variables aléatoires (pas nécessairement indépendantes) telles
qu’il existe une fonction convexe T vérifiant pour A > 0,

log Ee*?t < T(\) pour tout i <n

alors
logn + T ()

E[max Z;] < )\1121% 3

i<n

PREUVE. (Lemme ) Pour tout A > 0, en commencgant par invoquer I'inégalité de Jensen,

elE[)\ max; Z;) < E |max e)\Zi
i<n

n
§ : e)\Zi
i=1

T(A)

<E

< ne

On peut les logarithmes des deux cotés de I'inégalité, et on optimise en A pour obtenir le lemme. [
Nous pouvons maintenant établir le théoréme.

PREUVE. (Théoréme @) Pour obtenir la premiere inégalité du théoreme, on peut partir du lemme de

symétrisation avec ¥ = Id, on obtient d’abord le corollaire E

n

> (X)) —EBA(X)

i=1

E | sup < 2R, (F)

feFr

n

ZGz‘f(Xi)

i=1

=2E |[E |sup

fer

|X1,...,XnH |
L’égalité repose sur le théoréme de Fubini.

Considérons maintenant une réalisation des X; (X; = z; pour i < n), le supremum en F n’est
qu'un maximum calculé sur une collection finie de vecteurs & coefficients dans {—1,1}, ces vecteurs
correspondent & la trace de F dans z1,..., &, : (f(21),..., f(z,)) est & valeur dans {0,1}™. A cause de
la valeur absolue, il faut aussi prendre en compte le vecteur opposé.

n n
AETr}r—I(lem’zn)m X <§€ a(z;) ;e ale ))

Pour chaque f € F, en invoquant le lemme de Hoeffding (Lemme ?77)

n

ZGif(xi)

i=1

sup
feF

log Fe? St €6/ (#) < gnA*/2

On combine avec le lemme , et on optimise en A pour obtenir :

n

Zeif(Xi)

=1

E |sup

feF

nA?
|X1,...,Xn] < inf 0828(Fm) + %
~A>0 A

< +/2nlog(28(F,n)).

Pour obtenir les inégalités exponentielles, on part de nouveau du lemme de symétrisation mais
avec U(z) = e’ A > 0. On raisonne encore conditionnellement & Xi,..., X,,. A nouveau, on peut
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oublier la structure de F, c’est Trxz(z1,...,2,) qui importe

E |exp <2)\ sup Zeif(Xi) ) | Xl,...,Xn]
ferF i—1
=E max exp (2/\ Zei]IA(a:i) )]

AETrr(x1,...,Ty) pt

Z €illa(z;)

=1

=K Z exp (2)\

A€TrF(z1,..,Tn)

)

a la derniére étape, nous avons encore invoqué 'inégalité de Hoeffding.
Pour obtenir les probabilités de queue, on utilise I'inégalité de Markov et on optimise en A.

1
lP{sup )]
ferFn

< 2%(F,n) x 2

n n

> ef(Xi)

i=1

- f(Xz) - Ef(XZ) > a} < ){I>1f(‘) e*’n)\aE

exp | Asup
feF

< 2E[2%(F,n)] ){I;E e n(Aa=22%)

2

= 2B [28(F,n)] e " /5.

9.6 BORNES DE RISQUE POUR LA MINIMISATION DU RISQUE EMPIRIQUE

Nous allons maintenant mettre & profit les inégalités de Vapnik-Chervonenkis pour établir des bornes
de risque qui seront valables quelque soit la loi de (X,Y"), dés que I’ensemble des classifieurs F posséde
une dimension de Vapnik-Chervonenkis v finie et des que v > n.
Analyse globale

On consideére la classe de parties Fp,, X x {—1,1} définie par

Fo={@y): @y) e ¥ x{~11}. () #4},  feF).

Si F est une classe de Vapnik-Chervonenkis de dimension v, il en est de méme pour Fr. On peut
invoquer les inégalités de Vapnik-Chervonenkis & propos de Fry,.

THEOREME 9.15 Si F est un ensemble de classifieurs qui forme une classe de Vapnik-Chervonenkis
de dimension v, et n > v,

Pour o > 0,
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PREUVE. Il faut vérifier la premiére inégalité. En effet pour chaque f fixé L, (f) est un estimateur sans
biais de L(f). Mais le minimisant du risque empirique f, est lui meme une quantité aléatoire.

-~

E |[L(fa) = Lo(f)] = B[L(F) = LOD| + B [L(F) - La(F)

ou la derniere égalité provient du fait que pour chaque f, L, (f) est un estimateur sans biais de L(f).
Pour obtenir les majorants des espérances, il suffit de majorer

n

=1

sup
geEFL

On observe que pour tout {(x;,y;), ..., (Tn,Yn)})s

|Trg{($iayi)7 EERE (xnayn)}‘ < ‘TI‘]—‘{.’I]’L‘, oo 7xn}| .

Les bornes de risque se déduisent alors du Corollaire . O
Raffinement, analyse localisée

Les bornes de risque présentées ici constituent un résultat préliminaire. Elles sont pessimistes. Pour
obtenir des bornes de risques fines, dont l'ordre de grandeur coincide avec les bornes inférieures, il est
nécessaire d’analyser finement

L(fn) = La(fa) — (L(F) = La ().

Cela permet, sous des conditions favorables, notamment lorsque on dispose d’un minorant presque sur
de |n(X)| d’établir que 1’excés de risque décroit comme 1/n plutét que comme 1/4/n.

9.7 CONVEXIFICATION DU RISQUE, RISQUE LOGISTIQUE

Cette analyse statistique de la minimisation du risque de classification empirique n’a pas tenu compte
des cotits de calcul. Dans la plupart des situations d’intérét pratique, minimiser ’erreur de classification
empirique est un probleme difficile (NpP-difficile). Cela a longtemps été une source de malentendus entre
praticiens et théoriciens. Les premiers objectant que les bornes de risque conservatrices annoncées par
les seconds n’avaient rien & voir avec 'apprentissage machine dans la vraie vie.

Pour les classifieurs linéaires, la minimisation du risque de classification empirique est une méthode
justifiée du point de vue statistique. Mais cette méthode n’est pas praticable du point de vue calculatoire.

Ce constat a conduit les praticiens a changer d’objectif. Plutét que de minimiser a cout prohibitif
un risque empirique de classification, ils ont choisis de minimiser des risques empiriques plus faciles a
traiter en machine. Cela les a conduits & travailler sur des risques convexes. Parmi ces risques convexes,
on trouve le risque logistique dérivé de la perte logistique définis pour les fonctions g de X dans R par :

log <1+e*yg($)) pour z € X,y € {—1,1}.
La perte logistique de g est reliée a la perte de classification de sign o g par :
Lsign(g(x))y<0 < 108y (1 + e‘yg(””))
Pour les classifieurs linéaires, définis par w € R%,b € R, la perte logistique
log (1 + e_y(<w””>_b))
est convexe en w, b.
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Dans la suite, on notera ¢(z) = log (1 + e~*). On appellera ¢ la fonction de perte logistique.
Le risque logistique du classifieur linéaire défini par w est défini par :

L5 (w) = E [log (1 -+ ¢ 0% )| = E[o(¥ (w, X))

Le risque empirique correspondant est
I I
LiE(w) = = > log (147X ) = 237 6(v (w, X))
Re(w) = 5 3 og (1-+e @ 200 (. Xi)

Peut-on justifier le changement de la définition du risque empirique a minimiser ? Peut-on controler
le risque d’un classifieur construit par minimisation du risque logistique empirique ?

Nous allons ici montrer que l'exces de risque de classification de sign o g est lié a ’exces de risque
logistique de g.

Nous allons maintenant nous intéresser a ’analogue du classifieur bayésien pour la régression logis-
tique, c’est a dire chercher & déterminer s’il existe une fonction mesurable de X, qui minimise le risque
logistique et si oui déterminer sa forme.

Pour une fonction mesurable ¢ : X — R, on cherche a minimiser

Elp(Y ¢(X))] = E[E[p(Y ¢(X)) | X]] .
Pour une valeur de t € R, le risque logistique conditionnel est

1 +n(X) 1 —n(X)
2 2

E[p(Y't) | X] = P(—t).

o(t) +
On note au passage que

E[p(Yt) | X] = E[¢(Y) | 1],
On écrira par la suite ¢(n) plutét que ¢(X). Si |n| # 1, U'infimum est atteint en

* 147
t"(n) = log { )

Sans surprise, il ne dépend que de n(X) (comme le classifieur bayésien), et son risque logistique condi-
tionnel optimal est

147 147 1-n 1—n
H(n) = — 1 — 1
(n) 5 log— 5 108 —
c’est U'entropie de Shannon d’une variable de Bernoulli de parametre HT"

Ces observations peuvent étre résumées a 'aide de la définition et du lemme suivants.

DEFINITION 9.16 Une fonction de perte £ est calibrée pour la classification si (et seulement si), la
fonction de X qui minimise la perte conditionnelle

t(x) = t(n) = argmin BL(tY) | X = 4]

est du méme signe que le classifieur bayésien, c’est-a-dire si elle vérifie

sign(t(X)) = sign(n(X)) .

LEMME 9.17 La fonction de perte logistique est calibrée pour la classification,

1+ n(x)
1 —n(z)

et la perte logistique optimale conditionnellement a X ne dépend que de n =n(X) :

t(z) = argrtréinrilIEW(tY) | X =x] =log

1+ 1+ 1-— 1-—
H(n)=- 2nlog 277— 2nlog 277

c’est l’entropie de Shannon d’une variable de Bernoulli de paramétre 1#
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Si le risque logistique L!°% était calculable, sa minimisation nous livrerait le classifieur bayésien.
Mais le risque logistique n’est pas plus calculable que le risque de classification. En pratique, on doit se
contenter de chercher & minimiser le risque logistique empirique dans une classe de fonctions. Pour nous
il s’agira des fonctions linéaires. Si on veut analyser la minimisation du risque logistique empirique, il
faut, comme pour le risque de classification, contréler 'exces de risque (logistique), c’est un probléme
de processus empirique, plus facile que celui du contréle de ’exces de risque de classification en raison
de la convexité de la fonction de perte, mais plus difficile en raison du fait que la perte n’est plus bornée.
Mais contréler 'exces de risque logistique ne suffit pas, il faut aussi relier ’exces de risque logistique a
I’exces de risque de classification.

C’est a cette derniere tache que nous allons nous consacrer.

Il est utile d’introduire quelques notions qui nous permettrons de facturer I'exces de risque de
classification en terme d’exces de risque logistique.

H™(n) = t:j?géolEWtY) | n].

Comme 1+ )
n —-n

= t —t

0500+ 15 o)
déterminer H~ revient & minimiser une fonction convexe sur le domaine (—o0,0] si n > 0, [0,00) si
1 < 0. La dérivée du cout est croissante. En 0, elle vaut 1¢'(0). Comme ¢'(0) < 0, si n > 0, la dérivée
du cout est négative sur (—oo, 0], si n < 0, la dérivée du cout est positive sur [0, 00). Dans tous les cas,
le minimum sous-contrainte est atteint en ¢ = 0 et vaut ¢(0).

On définit G par

E[¢(tY) | 7]

G(n)=H (n)—H(n).

C’est I'exces de risque logistique conditionnel minimal lorsque le minimisant du risque logistique condi-
tionnel conduit a une prédiction erronée du signe de 7. Les calcul menés précédemment nous conduisent

N

a

1+1n 1
G(n) =D B(——)IB(5)
2 2
G est lentropie relative entre deux lois de Bernoulli. On note au passage que G est convexe en 7.
Fonction G
1]
i ---Gleta)
1 - eta"2/2
08 4 e x|
0.6 __ \\\ I:l
= 1 N
0.4 4 ‘\ ,"
02 ] T 2
0 '
a f T T T T f T T T T f T T T T f T T T T f
1 05 0 05 1

eta

F1c. 9.2 : Fonction G(n) comparée aux fonctions n%/2 et |n)|.

Insistons sur le fait que G(n) représente 'exces de risque logistique conditionnel minimal d’un clas-
sifieur qui n’est pas du méme signe que le classifieur bayésien. L’exceés de risque de classification corres-
pondant est |n).
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir une relation entre exces de risque de classification et
exces de risque logistique

THEOREME 9.18 Si f désigne une fonction de X dans R, et signo f le classifieur associé, alors
lexces de risque de classification de sign o f est relié a l’excés de risque logistique de

G(L(signo f) — L(f*)) < L'8(f) — ig;beg(f) :

PREUVE. En invoquant I'inégalité de Jensen, la convexité de G et le fait que G(0) = 0,

G (L(signo f) — L(f*)) = G (E [Lsign(7(x))n(x)<o0ln(X)]])
E [Tsign(s(x))n(x)<0G(In(X)])]
E [Lsign(f(x))n(x)<0 (H™ (n(X)) = H(n(X)))]
< B [Tsign(£(x))nx)<0 (E[@(Y f(X)) | X] — H(n(X))]
E[p(Y f(X)) — H(n(X))]
= Llog(f) - il;}leog(f) :

O

REMARQUE 9.19 AUTRE MOTIVATION DE LA MINIMISATION DU RISQUE LOGISTIQUE. La régression logistique
peut étre introduite comme probléme de classification soulevé dans le cadre des modéles paramétriques réguliers.
Supposons que nous ayons affaire & un modele exponentiel sous forme canonique. Cela signifie que nous avons
une mesure o-finie sur (X, F), une fonction mesurable 7' : X — R? et ©° est I'intérieur (non-vide) de I'ensemble
convexe

o={8:8em’ i 2(5) = [ewl(8,T(@)wiae) < oo} .

Le modele exponentiel est défini par un ensemble paramétrique de densités sur X : z — p(z | 8) = exp({8, T'(x))—
log Z(B)), B € ©°. Considérons maintenant les distributions de probabilités sur X x {—1,1} paramétrées par
des triplets (m, 37,87) € (0,1) x ©° x ©°, avec des densités conditionnelles

p(X=a|Y=1)=p@|B")
pX=az|Y=-1)=p|pf)
p(Y =1)=m

Pour une telle densité jointe sur X x {—1,1}, le logarithme du rapport des cotes satisfait

pY=1|X=2) _ - 1—m Z(B")
logp(yzqu:m)—(ﬁ*—ﬁ ,T(w)>—log< — Z(ﬂ_)).

Cette dépendance linéaire du logarithme du rapport des cotes par rapport au vecteur T'(x) est la caractéristique
de la régression logistique. Dans ce réglage, le classificateur Bayes est linéaire par rapport a T :

. — ~ +
g*(x):{l si (8% -7, T(a) > log (125553 2(9))

—1 sinon.

T Z(B~
donné un échantillon de formation (zi,y:)i<n, la régression logistique aborde le probléme de l'estimation de
BT — B7. Le but ultime n’est peut-étre pas la prédiction des étiquettes & partir d’exemples, mais ’estimation
méme des coefficients avec des valeurs possibles (applications & 'inférence causale [f, [1, J]). L’inférence au
maximum de vraisemblance des parametres du classificateur de Bayes exige seulement de maximiser la proba-
bilité conditionnelle de les étiquettes y1, ..., y, étant donné les exemples x1, ..., z,. Quelques lignes de calculs
réveélent que cela revient & minimiser le risque logistique empirique

n
> log (1 + e—yi<5,T(zi>>+b)

=1

Le classificateur Bayes est linéaire et dépend de 87,57,87,7 & B+ —B~ et l'intercept log (1 ™ Z(B )) Etant
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par rapport 8 € R%, b € R. Ce probléme de minimisation s’avére étre un probléme de minimisation « lisse » et
« fortement convexe ». Ce probléme de minimisation peut étre résolu efficacement par des méthodes du second
ordre (la méthode de Newton-Raphson se résume a résoudre une séquence de problémes de moindres carrés
pondérés).

Avant d’etre utilisée en apprentissage pour convexifier le risque de classification, la régression logistique a
été utilisée en statistique classique pour estimer les (des) parametres d’un modele censé engendrer les données.

9.8 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

La classification (binaire) est une (toute) petite partie des problémes qui forment le machine learning
et son versant théorique la théorie statistique de ’apprentissage. Pour un panorama des problemes et
des méthodes, on peut se rapporter a [g, 12].

Les livres [L3] et [mohri] fournissent une introduction & la théorie de 'apprentissage du point de
vue de 'informatique, c’est-a-dire du point de vue de la théorie de la complexité. La théorie calculatoire
de Papprentissage est décrite par son fondateur dans le petit volume [[14].

La théorie statistique de 1’apprentissage est vigoureusement expliquée dans [[15]. L’éventail des mé-
thodes classiques au milieu des années 90 est présenté de facon rigoureuse mais accessible dans [f].
L’étude fine de 'exces de risque en classification a été initiée par [3]. On trouvera un survol de la théorie
de la classification en 2005 dans [[l]] avec notamment une introduction aux analyses localisées. [2, 4, [0,
11] présentent en détail une analyse fine de ’excés de risque en classification.

L’article [16] donne une présentation générale de la convexification du risque en classification. La
bibliographie de cet article donne des références précises pour les différents risques de substitution
envisagés.
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DECISION, RISQUE, EFFICACITE

10.1 LE PROGRAMME DE FISHER

Les modeéles réguliers sont les modeéles qui, sans étre nécessairement des modeles exponentiels, pos-
sedent des propriétés mises en évidence pour les modeles exponentiels :

i) ce sont des modeles paramétriques ot 'espace des paramétres © et un ouvert de R¢;
) ils sont identifiables ;
iii) ils sont dominés;
) le maximum de vraisemblance est défini (mais pas nécessairement unique) avec une probabilité qui
tend vers 1 lorsque la taille de I’échantillon tend vers l'infini ;
v) une fonction score peut étre définie sur O (dans les modéles exponentiels c’est le gradient de la
log vraisemblance) , sous Py, la fonction score en 6 est centrée et sa matrice de covariance appelée
information de Fisher. Celle-ci est inversible.

La premiére partie du programme de Fisher peut se résumer (caricaturer) de la fagon suivante :

i) sous Py, la différence (1/\/51(9)_1€n(0) - \/ﬁ(@\n —6)) converge en probabilité vers 0;
ii) sous Py, \/ﬁ(é\n —0) ~ N(0,1(6)71)

La définition des modeles réguliers a muri pendant les décennies qui ont suivi la seconde guerre mondiale.
La théorie de Le Cam a légitimé cette partie du programme de Fisher. Elle a construit une notion
de modele régulier capable de rendre compte de tous les modeles possédant ces bonnes propriétés des
modeles exponentiels et montré que les propriétés mentionnées plus haut sont vérifiées. Cette conception
des modeles réguliers s’appuie sur la définition suivante.

DEFINITION 10.1 (DIFFERENTIABILITE EN MOYENNE QUADRATIQUE) Une modéle dominé (Py)geo (©
ouvert de R?), avec fonction de vraisemblance p(#,x),0 € ©,x € X par rapport & la mesure dominante
v est dit différentiable en moyenne quadratique si il existe un fonction p: © x X — R? (avec ||p(0, -)|| €
Ly(Py) pour tout 6 € ©) telle que

2
/ (mecm— ¢p<9,x>—”(j’”<a'—e>tp<e,x>) avla) = o (0~ ¢?)

au voisinage de 6. La fonction p(#, -) est appelée fonction score. L’information de Fisher du modeéle en
0 est
Eo [p(0, X)p(0, X)'] .

On peut vérifier que les modeles exponentiels en forme canonique sont différentiables en moyenne
quadratique et que la fonction score habituelle (gradient de la log-vraisemblance) est compatible avec
la définition qui précede. Cette définition et la théorie développée autour permettent de traiter des
situations intéressantes.

EXEMPLE 10.2 Le modele défini par les translations de la loi exponentielle bilatére (les densité sur R de la
forme fy(z) := % exp (—|z — 6]) pour 6 € R) fournit un exemple de modele régulier sans étre exponentiel. Dans
un échantillon, toute médiane empirique maximise la vraisemblance. L’information de Fisher est constante, et

quelque soit le choix de la médiane empirique comme maximisant de la vraisemblance, \/n (én — 9) ~ N (0,1).

Fisher a aussi formulé la conjecture suivante : si (T},),, est une suite d’estimateurs asymptotiquement
normaux tel que pour tout 8 € 0, v/n(1,—0) ~ N(0,v(0)), ot v(-) est une fonction de © dans 'ensemble
des matrices semi-définies positives, alors pour tout 6, v() = I(0)~!. Cette conjecture revient & postuler
que dans ces modeles réguliers, la méthode du maximum de vraisemblance est, asymptotiquement au
moins, uniformément la meilleure.

Cette exigence d’optimalité uniforme s’est avérée intenable. Des 1950, Hodges a construit un contre
exemple.
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EXEMPLE 10.3 On se place dans une modele unidimensionnel © C IR, et on dispose d’une suite d’estimateurs
(Tr)n de @ telle que pour tout 6 € ©, sous Pp'

V(T — 0) ~ N (0,0°(0))

et aussi qu’il existe 0y, > 0 tels que
sup Eg, [(\/E(Tn — 00))2+5] < o0

Hodge étudie alors la suite d’estimateurs (T, ), définie par

T, =
0 sinon.

~ {Tn7 si [T, — 6o] > n- /4

On vérifie alors que pour 6 # p, sous PY
Vi (Tu = 0) ~ N(0,0°(0))

alors que sous Pgﬂg,
\/ﬁ(iﬁeo) N
Autrement dit, (Tn)n est au moins aussi bonne que T;, partout et bien meilleure en 6.

Cette construction peut étre appliquée lorsque 7T, est un estimateur au maximum de vraisemblance.
On construit ainsi un estimateur super-efficace en 6y. Elle conduit a réfuter la seconde conjecture de
Fisher. Cette construction peut sembler pathologique a plusieurs titres :

i) Elle n’améliore l'estimateur initial qu’en un point;
ii) Pour une valeur fixée de n, au voisinage de 6, le risque de T, est supérieur & celui de T,,. L’amé-
lioration uniforme n’est qu’asymptotique.

Nous allons voir dans la section suivante qu’on peut néanmoins travailler le contre-exemple de Hodge
pour développer une idée féconde : les estimateurs « par contraction » qui s’avéreront meilleurs que
les estimateurs au maximum de vraisemblance dans un sens non-asymptotique.

10.2 LE PHENOMENE DE STEIN

On se place dans le modele de la localisation Gaussienne : Y ~ N (6, 021d) avec § € R le parameétre
& estimer (02 est supposé connu). L'information de Fisher est constante 1(f) = 51Id. On s’intéresse au
casoud > 3.

On définit estimateur par contraction (appelé estimateur de James-Stein) :

~ d—2
0= (1 —02> Y.
1Y

Comme ||Y||? tend & étre plus grand que o?(d — 2), cet estimateur tend & contracter Iestimateur au
maximum de vraisemblance qui n’est autre que Y.

THEOREME 10.4 Pour tout § € R?,
Eo (18- 01| < B [IY - 0]2] = do?
Pour 6 =0,
Ey [||§— 9||2} =252,
Pour 6 # 0,
B[00
111’1’1 = v an2]
a—0 Eg [[|Y —6]|?]
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Les deux ingrédients de la preuve de ce théoréme sont des résultats gaussiens. Le premier est I'identité
de Stein pour les gaussiennes (ce type d’identité peut étre développé pour les modéles exponentiels en
général).

On rappelle qu'une fonction g : R — IR est absolument continue sur [a,b] si et seulement si il
existe une fonction ¢’ intégrable de [a,b] dans R telle que g(z) — g(a) = f[a,x] g'(y)dy (la fonction
de répartition d’une loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue est une fonction
absolument continue).

Une fonction f : R? — IR, est dite presque partout absolument continue en chaque coordonnée si et
seulement si pour tout ¢, pour presque tout x1,...,2;—1,%iy1,-..,Zn, la fonction

T = f(xlv"wxiflaxaxi#»lv"';xn)
est absolument continue. On note en abrégé 0;f une fonction qui vérifie
f(a:l, ey L1, J,‘,J}H_l, . ,J}n)—f(.’lil, ey Li_1, a,l‘i+1, . ,J}n)

€T
:/ Oif(x1,. ., Tic1,U, Tig1, ..., Tp)du
a

(elle est implicitement paramétrée par 1, ..., Ti—1,Tit1,---,Tn)-
En dimension 1, I'identité de Stein caractérise les gaussiennes, voir lemmes @ et @ La proposition
suivante généralise 'identité de Stein aux vecteurs gaussiens a matrice de covariance diagonale.

PROPOSITION 10.5 (IDENTITE DE STEIN) Soit Y ~ N(0,021dy) avec § € R?. Soit f : R — R,
presque partout absolument continue en chaque coordonnée, vérifiant pour chaque i < d

E[10:f]) :=E[|0:f(Y)]] < oo.

Alors pour chaque 1 < d,
E[(6; - Y;)f(Y)] = —o’E[0if] .

PREUVE. L’identité de Stein univariée (voir Lemmes @ et @) s’écrit
E[X f(X)] = E[f'(X)] f absolument continue et X ~ N(0,1).
SiY ~N(0,02),Y ~0+0X, avec X ~ N (0,0?),

E[(Y —0)f(Y)] = E[oXf(c X +0)]
=oE[of (60X + 0)]
=o’B[f'(Y)].

Soit i < d, et f presque partout absolument continue en chaque coordonnée. Sans perdre en géné-
ralité, on suppose que f(#) = 0. On note F) la tribu engendrée par X1,..., X; 1, Xis1,..., Xn :

E[(6: - Y)f(V) = E [E |6 - ¥)£(V) | 7O .

L’expression

E |(6: - Y)S(Y) | FO

-eme

peut se calculer en intégrant selon la ¢ par

/(97,'_Z)f(yla-"7yi—17zayi+1a"'7yd)¢(Z )dZ

g
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En invoquant Iidentité de Stein univariée, et I’absolue continuité presque partout en chaque coordonnée
de f pour presque tout y1,...,Yi—1,Yit1,---,Yd, o0 obtient (p.p.)

B0 =) ]:(i)} - /(01- = 2)f(Y1s 5 Yio15 2, Yit 1 - -+, Yd) P (Z ;9i> dz

z—9i
:_02/8if(y17"'7yilazayi+17"'7yd)¢( p )dZ
= —0’Elo;f | FU].

On obtient le résultat désiré en prenant 1’espérance. O
Le second ingrédient repose sur les propriétés des normes de vecteurs gaussiens.

PROPOSITION 10.6 (NORMES DE VECTEURS GAUSSIENS) Soit Y ~ N (0, 0%1dg) avec § € R?, alors
sid> 3,

. ||Y1||2} < Ty
|

PREUVE. Dans un premier temps, on se souvient que I’on peut construire un espace probabilisé avec deux
vecteurs gaussiens Y ~ N(0,021dy) et Z ~ N(0,0%1d,) tel que || Z]|? < ||Y]|?. C’est une manifestation
du fait qu’une loi du x? centrée est toujours stochastiquement dominée par une loi du x2? décentrée
(voir Théoreme )

11 suffit donc de vérifier I'inégalité dans le cas ot @ = 0. Mais on sait alors que ||Y]|? est distribuée selon
une loi Gamma de parametre de forme d/2 et de parametre d’échelle 2. On peut calculer explicitement
Pespérance. Pour d > 3,

1 © 1 (g/2)4/2-1
E{IIYIIQ} - / m(éo}z/z) e
_ T - (2D
oT(df2) Jo 2((d—2))2)

r((d—2)/2)

2T (d)2)

1
d—2"°

O
PREUVE. (théoréme ) On s’intéresse & des estimateurs de la forme 6 := g(Y)Y ot g : R = R. On
attend de la fonction g qu’elle contracte l'estimateur au maximum de vraisemblance Y. On part du
développement

E[IIf - 612 = B[l — )] +2E[(6 = Y, (1 - gV )V + E [(1 = g(V)?Y|?] .
(a) (b) ()

On a immédiatement

(a) = o?d.
Pour traiter (b), on utilise 'identité de Stein, pour chaque 7 < d,
E[(6; - Yi)(1 - g(Y)Yi] = ~o”E[(1 - g(Y)) - Y;dig],

en sommant sur 7,

(b) = —20°E[d(1 - g(Y)) = (Y, Vg)] .

Soit
(b) + (¢) = E [~2do*(1 — g(Y)) + 20°(Y, Vg) + [[YV][*(1 — 9(Y))*] .
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Nous allons maintenant chercher & minimiser (b) 4+ (¢) en nous concentrant sur des fonctions g de la
forme g(y) =1 — r/|ly||?, soit
2Ry

lyll*

2dko? 2k02 K2 1
B+ (c)=FE |- +2 + } = (k? = 2k(d — 2)0*)E [] :
1Y]]2 1Yq2 =y 1Y]2

2i9(y)

Cette expression est minimisée en choisissant k = (d — 2)a?, elle vaut alors

(b)+(c) = - [W}

Cette quantité est toujours négative ou nulle. La premieére inégalité du théoréeme est donc établie.
Lorsque # = 0, on peut invoquer la proposition pour établir

(b) + (¢) = —o*(d - 2),

qui permet de vérifier la deuxiéme assertion du théoréme.
Pour conclure, lorsque 6 # 0, |Y||2 ~ (0] + 021)% + Y\, 0222 ot Zy,. .., Zg sont iid. N(0,1).

2 2
Lorsque 0 — 0, % converge presque slirement vers 0. En exploitant la domination stochastique,

on peut construire une variable aléatoire Z’ ~ AN(0,1) qui vit sur le méme espace probabilisé que
Z1,..., 24 telle que
o%(d—2)? < (d—2)?

(10 + 0 21)2 + S0, 0222~ (25)2+ i) 22

et invoquer le théoréme de convergence dominée (le membre droit est intégrable) pour conclure

o%(d —2)?

lim IE[
Y2

} <0

o—0

ce qui suffit a établir la derniere affirmation du théoréme. O
10.3 PERTES, RISQUES, RISQUE MINIMAX

Plus encore que le contre-exemple de Hodges, le phénoméne de Stein montre ce qui ne va pas dans
la seconde partie du programme de Fisher. C’est la volonté de montrer qu’une méthode est meilleure
en tout point de © que n’importe quelle autre. Pour éviter cet écueil, la théorie de la décision propose
deux perspectives qu’on oppose parfois, mais qui se complétent tres bien.

i) Perspective minimaz : le statisticien cherche une assurance contre les situations les plus défavo-
rables.

ii) Perspective bayésienne : le statisticien suppose que la loi qui engendre les observations est elle-méme
choisie au hasard selon une loi appelée a priori. Le statisticien vise alors a optimiser la performance
moyenne de ses estimateurs, régions de confiance et tests.

L’opposition entre ces deux points de vue occulte le fait que les constructions bayésiennes sont tres utiles
pour établir des bornes inférieures méme en perspective minimax (ou fréquentiste); les estimateurs
bayésiens peuvent étre étudiés selon une perspective fréquentiste.

Pour poser les problemes, il est utile d’introduire les notions de fonction de pertes et de risque. Nous
nous plagons dans le contexte d’une expérience statistique (Q, F,{Py : 0 € ©}, X, G, X ). Généralement,
nous considérerons des expériences échantillonnées, éventuellement une seule fois. Nous nous posons
le probléeme d’estimer une fonction de 8, g(f) ou g : © — E. Dans la suite T' désigne un estimateur
de g(0), c’est & dire une fonction des observations X, ..., X,, dans E. Pour évaluer les performances
de T, nous utilisons une fonction de perte L, c’est a dire une fonction de E x E dans Ry qui vérifie
L(z,2) = 0,Vz € E, et nous définissons le risque de T en 6 par

R(T,0) := Ey[L(T(X), g(0))]
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EXEMPLE 10.7 Lorsque © C R%, g(8) = 6, la perte Ly est L(z,2') := ||z — 2/||?, et le risque s’appelle lui
aussi risque Lo ou risque quadratique. On peut aussi s’intéresser a la perte absolue, L(z,2') := ||z — 2| =
Y, 12(0) = 2 (0)].

En apprentissage/classification (voir chapitre E), la situation est plus complexe. Les observations prennent
leur valeur dans Z x ) avec (Y := {—1,1}). On dispose d’une collection de classifieurs, c’est & dire de fonctions
de Z — Y, Derreur de classification de f en (z,y) est 3|f(z) — y| que I'on peut aussi écrire (1 — f(2)y)/2 (car
f(2),y € {—1,1}). Le risque (ou erreur) du classifieur f est

E|3lr@)-vl).

Si f est choisie dans une collection de classifieurs & partir d’'un échantillon de données (I’ensemble d’appren-
tissage) ((Z1,Y1),...,(Zn,Yn)), la qualité du classifieur choisi f,, est évaluée par son erreur. Le risque d’une
méthode d’apprentissage sous une loi jointe sur Z x ) :

E|E |5lf) - Y]]

ot I'espérance interne porte sur (Z,Y) et I'espérance externe sur ((Z1,Y1),...,(Zn,Yn)). Notons qu’en appren-
tissage/classification, on ne cherche pas & estimer un parametre, mais & effectuer la moins mauvaise classification.

Le risque maximal d’un estimateur T contre © est défini par

R(T,0) :=sup R(T, 0)
6co

Le risque minimaz sur © R(O) est défini par

R(©) :=inf R(T,0) = infsup R(T,0).
T T geo

L’existence d’estimateurs T réalisant le risque minimax ne va pas de soi. La construction d’estimateurs
minimax lorsqu’il en existe n’est pas non plus immédiate. Enfin la vérification du caractére minimax
d’un estimateur n’est pas toujours une tache aisée.

Par exemple, le fait que I'estimateur au maximum de vraisemblance ne soit pas admissible dans le
modele de localisation gaussienne ne préjuge pas du fait qu’il ne soit pas minimax. Nous n’avons pas
déterminé le risque minimax dans ce modeéle.

10.4 RISQUE BAYESIEN

On suppose © muni d’'une tribu A qui en fait un espace probabilisable. Cet espace probabilisable
est muni d’une mesure que nous appellerons loi a priori lorsque la mesure est une loi de probabilité.
Nous noterons cette mesure II. Lorsque © est un ouvert de R et que la mesure a priori est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, nous noterons sa densité .

On suppose dans la suite que pour tout événement B de la tribu F sur X, 6 — Py(B) est A-
mesurable. Techniquement, la famille (Py) définit un noyau de probabilité de (0, A) vers (X, F) (et plus
généralement de (©,.4) vers X™ muni de la tribu produit).

La donnée de la loi a priori II, des lois (Py),0 € O (et des lois produit) définit une loi jointe sur
O x X™. La loi marginale de X;, ..., X, sera appelée loi de mélange définie par I’a priori II et notée P :

P(A) = /6 / . ]I(zl,“.,xn)eAdPO(xl) - dPg(Z‘n)dH(Q) .

Comme O est un ouvert de R? (espace métrique complet séparable) et comme X est aussi supposé étre
un ouvert d’un espace R”, 'existence de probabilités conditionnelles ne pose pas de problémes.
La loi conditionnelle de § sachant X7 = 1, ..., X, = x, est appelée loi a posteriori I1(- | x1,...,zp).
Pour toute statistique T, pour tout z € X, la fonction de ©® — IR qui associe a une statistique T'(z),
sa perte en z contre 6 : 0 — L(T(x),0), est A-mesurable. On peut alors définir le risque intégré contre
I’a priori II

/ R(T, 0)T1(d0)
(S]

et lorsque II est une loi de probabilité
| RT.0(0) = En B, (L(T:0)]
e
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Le risque maximin est défini par
R(O) = sup inf / R(T, 0)T1(d0)
n T Je

ou le supremum a gauche est pris sur les lois de probabilité définies sur II.

PROPOSITION 10.8 Le risque maximin R(©) est toujours inférieur ou égal au risque minimaz :

R(O) = supin / R(T, 0)T1(d6) < inf sup R(T, 0) — R(O).
n T Je T geco

PREUVE. Pour une loi a priori IT et un estimateur 1" quelconques

/ R(T,0)T1(d6) < sup R(T.0),
€] 0cO

donc, pour toute loi a priori I, le risque bayésien est inférieur ou égal au risque minimax :

inf/ R(T, 0)I1(d#) < infsup R(T,0).
T Je T gco

Si maintenant, on maximise le risque bayésien, celui ci reste inférieur au risque minimax. O
Pour chaque probléme de statistique, on peut se demander s’il y a égalité entre risque maximin et
risque minimax.

10.5 LIENS ENTRE ESTIMATEURS BAYESIENS ET MINIMAX

THEOREME 10.9 Soit T un estimateur de g(0) tel que supycg R(T,0) = r < co. Soit ©' C ©
vérifiant
Voeo, R(T,0) —=r.

Si © est non-vide et si T est bayésien pour une loi a priori II telle que II{O'} = 1, alors T est
minimazx et cette loi a priori est mazximin.

PREUVE. Supposons 'existence d’un estimateur 7" tel que

sup R(T",0) =r" <r.
0cO

Alors

/ R(T',0)dII(0) <+ < r :/ R(T, )dIL(6) .
(€] C]

Ceci contredit I’hypothése du caractere bayésien de 'estimateur T' relativement a 1’a priori II. On a
donc
v, r < sup R(T",0) <sup R(T",0).
6co’ 0cO

La quantité r est donc le risque minimax qui coincide avec le risque bayésien sous I’a priori II. La loi a
priori II est donc maximin. O

Si un estimateur est de risque constant sur © et s’il est bayésien pour une loi a priori alors il est
minimax.

On peut se demander si tout estimateur minimax est aussi un estimateur bayésien.
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THEOREME 10.10 Soit T', tel que r := supycg R(T,0) < 0o est atteint sur ©. S’il existe une suite
(IIx)ken de lois a priori da support inclus dans © telle que

lim inf / R(T", 0)dIT,(6) = r
(S}

k—oo TV

alors T est un estimateur minimax.

PREUVE. Pour tout k, on note
Ty = i%l/f R(T',0)d11,(0),
e

et r le risque maximin. Par définition limsup, 7, < r. Et 1 est inférieure ou égale au risque minimax,
qui est inférieur ou égal a r. Si limsupy, 7 = 7, le risque maximin et le risque minimax coincident. Et
ils sont égaux a r. O

On peut se demander si un estimateur, par exemple un estimateur au maximum de vraisemblance,
peut étre Bayésien pour une loi a priori a déterminer.

10.6 RAPPELS SUR LES LOIS CONDITIONNELLES

Le conditionnement joue un role essentiel en statistique bayésienne. En effet, toutes les constructions
bayésiennes sont définies a partir de la loi conditionnelle du parameétre sachant les observations. Cette
loi est appelée loi a psoteriori. Pour travailler, nous aurons besoin des notions suivantes.

DEFINITION 10.11 (PROBABILITE CONDITIONNELLE REGULIERE) Une fonction P(- | G)(-) de F x Q
dans [0, 1] est appelée probabilité conditionnelle réguliére sachant G si et seulement si

i) pour tout B € F, P(B | G)(w) = E[lp | §](w) P-p.s.
ii) P(-| G)(w) est P-p.s. une loi de probabilité sur (2, F).

En statistique bayésiennne, la notion dont nous avons le plus besoin est celle de probabilité condition-
nelle d’une variable aléatoire Y sachant une autre X. Elle peut étre construite a partir de la définition

Lo.1i]

DEFINITION 10.12 (PROBABILITE CONDITIONNELLE DE Y SACHANT X) Soit (2, F, P) un espace pro-
babilisé sur lequel vivent deux variables aléatoires X,Y. Soit G la sous-tribu engendrée par X, soit

(Y, H) Pespace probabilisable image de (£2, F) par Y. Une fonction P(- | X)(-) de H x X (Q2) définie par
PH|X)(X(w)=PY YH)|G)(w) pour HeHweQ,

est une probabilité conditionnelle de Y sachant X. On notera P(- | x) la fonction H — P(H | X)(x)
qui est presque stirement une loi de probabilité sur (Y, H).

Les probabilités conditionnelles permettent de calculer des espérances et des espérances condition-
nelles par intégration itérée.

PRrOPOSITION 10.13 Si (X,Y) sont des variables aléatoires sur (Q, F, P) a valeurs dans X, et f
une fonction de X x Y dans R. S’il existe une probabilité conditionnelle réguliére de Y sachant X,
alors

E[f(X,Y) | X] (W)/yf(:v,y)P(dyl’) pour z = X (w)

et
E[f(X,Y)] = /X /y f(.9)P(dy | 2)Py (dx)

ot Px =PoX 1.
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Comme nous considérons toujours @ C R% et X C RF, l'existence de probabilités conditionnelles
régulieres est garantie par le théoreme .

10.7 CONSTRUCTION D’ESTIMATEURS BAYESIENS

La construction des estimateurs bayésiens repose sur la notion de loi a posteriori.
La loi a priori I sur (0, .A) et la famille de lois (Py)gco sur (X, F) définissent une loi jointe P sur
I'espace produit (© x X,0(A x F)) si pour tout £ € F,

60— P@(E)

est A-mesurable. Cette loi jointe IP est complétement définie par :

P(AX E) = / T4(0) x Pp(E)II(d9)
e
pour Ac A E e F.
La loi jointe définit une loi marginale @ sur (X, F) :

QE) = /@Pg(E)H(d@).

Toute famille de lois (P(- | z))zex sur (©,.A) telle que pour tout A € A, z — P(A | ) est F mesurable
et
P(Ax E) = / Ig(z) x P(A|z)Q(dzx)
x

pour tous A € A FE € F, est appelée famille de lois a posteriori pour I'a priori II. La loi P(- | ) est a
appelée loi a posteriori sachant x.

L’existence de lois a posteriori est garantie par des résultats généraux sur ’existence des probabilités
conditionnelles régulieres décrits plus hauts (Théoreme B.64).

PROPOSITION 10.14 (EXISTENCE DE LA LOI A POSTERIORI) Si © peut étre muni d’une structure
d’espace métrique complet séparable et si la loi a priori I est définie sur les boréliens, alors il existe
une loi a posteriori notée génériquement I1(- | X).

Dans le cas (dont nous ne sortons pas) ou le modele (Py)gco est dominé et ot I’a priori possede une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue, la loi a posteriori posséde une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue.

La mesure dominante (notée v) sera en général sous-entendue. Il pourra s’agir de la mesure de
Lebesgue sur R¢ D 6.

PROPOSITION 10.15 (DENSITE A POSTERIORI) Si la mesure a priori Il est une loi de probabilité
de densité ™ par rapport a une mesure de référence, si le modéle est dominé par une mesure o-
additive v, et admet une fonction de vraisemblance p(xz | 0) alors la mesure a posteriori étant
donné Xq,...,X, est p.s. absolument continue par rapport d la loi a priori et sa densité en 0 est
proportionnelle d la vraisemblance en 0, X1,..., X,

n

m(0] X1,..., Xp) o< w(0) x [[ p(Xi [ 6).

i=1

PREUVE. On traite le cas d’une observation (n = 1).
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On définit
px(z) = /@p(x | O)m(0)dE,

c’est une densité de la loi marginale de X par rapport a v sous la loi de mélange définie par I’a priori
II. Son existence ne pose pas de probleme (Théoréme de Tonnelli-Fubini), mais son calcul peut étre
délicat.

L’existence d’une loi a posteriori est garantie par le Théoreme . Il suffit de vérifier que Px
presque stirement, pour tout A € F

B[l | X] (w) = /@ TL(O)TI(d0 | ) avee o = X (w)

est égal a

/ Iy (o) 2O LDTO) 4
i .

px(z)

Sans perdre en généralité, on peut se restreindre a U'ensemble {x : px (x) > 0}.
Pour tout A C © mesurable,

Elges = /@/ Iy (2)>0 Toca p(x | O)7(0) v(dx)dd
X

= /pr(x)ﬂpx(xbo (/@ Toea Wd9> Lpx(2)>0 v(dx)

ce qui établit que %&W est une densité conditionnelle de la loi a posteriori de 6 sachant ’'observation

X =z 0
La densité de la loi a posteriori est donc en général connue a une constante pres. Dans des modeéles
sophistiqués, le calcul de cette constante de normalisation peut étre non-trivial. C’est une des premieres
motivations du développement des statistiques computationelles et de la popularité des méthodes McMC
(Monte-Carlo Markov chains).
Lorsqu’on travaille sur des familles exponentielles en forme canonique, il est possible de choisir une
loi a priori conjuguée au modele. Le calcul des densités a posteriori s’en trouve grandement facilité.

EXEMPLE 10.16 (CONJUGAISON POISSON-GAMMA) © =]0, 00), Py est la loi de Poisson d’espérance 6. La fonction
de vraisemblance en ’observation k est .
90
k!
(la dominante est la mesure de comptage sur N). La loi a priori est une loi Gamma de paramétres de forme
p > 0 et d’intensité A > 0 (Uintensité est I'inverse du parameétre d’échelle), de densité :
(AP~ e
H9>0)\76 .
L'(p)
La densité de la loi a posteriori en 8 est proportionnelle au produit de la vraisemblance par la densité de la loi
a priori, soit si 'observation est k
0 0F A\~ _

xe ' X TpsoA-tr—e ™ x Tpso(A + 1)

(A + Dg)rtrt o~ (10
k! T'(p) ’

I(p+k)

On reconnait la densité d’une loi Gamma de parameétres de forme p+ k et d’intensité A+ 1, ce qui nous dispense
du calcul de la constante de normalisation.

Si au lieu d’une seule observation, X; = k, on disposait d’un échantillon Xi,..., X,, en notant S, :=
>, Xi, on reconnaitrait que la loi a posteriori II(- | X1,...,X,) est la loi Gamma de paramétres de forme
p+ S, et d’intensité A + n.

Remarquons que la loi a posteriori est caractérisée par la statistique suffisante S,,.

Adoptons maintenant le point de vue fréquentiste sur les méthodes bayésiennes. On fixe 0, on échantillonne
selon Py et on étudie la suite des lois a posteriori. La loi des grands nombres indique que S, /n tend presque

stirement vers 6. La suite des espérances des lois a posteriori de (%Sn") converge donc presque siirement vers
n

p+5Sn
(A +n)?2
stirement, la suite des lois a posteriori converge étroitement vers la masse de Dirac en 6. On observe donc ce

qu’il faut appeler un résultat de consistance presque siire de la suite des lois a posteriori.

0 elle aussi. La suites des variances des loi a posteriori ( ) converge presque stirement vers 0. Presque
n
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L’étude fréquentiste systématique des suites (aléatoires) de lois a posteriori est un sujet tres actif en sta-
tistique non-paramétrique (lorsqu’il n’est plus possible de représenter les lois qui forment le modéle par un
parametre fini-dimensionnel). Cette étude porte sur des suites de mesures aléatoires. Le choix du cadre (topo-
logie placée sur ’espace des mesures, tribu) devient alors un probléme non trivial.

ProPOSITION 10.17 S7.S,, est une statistique suffisante pour le modéle échantillonné {P9®", 0 € O},
alors la densité de la loi a posteriori est une fonction de S,,.

PREUVE. Si S, est une statistique suffisante alors pour tout 6, la densité produit [}, p(z; | 6) se
factorise en

Hp(xz | 0) = q(S ‘ 0) X h(‘rla cee 793n75) pour s = Sn(zla s 7xn)

i=1

ot ¢(- | -) et h sont des fonctions mesurables. La densité de la loi a posteriori est donc proportionnelle &
70| x1,...,2n) x7(0)q(s | O)h(z1,...,Tn,s) pour s = Sy (21,...,%n) -

En tant que fonction de € elle est proportionnelle & w(8)q(s | 6). O
La notion de loi a posteriori est centrale dans la construction d’estimateurs bayésiens.

PROPOSITION 10.18 Un estimateur T est bayésien (réalise le risque bayésien sous l'a priori I1)
st et seulement si sous la loi de mélange P-presque strement, il minimise la perte sous la loi a
posteriori II(. | x1,...,xy,) :

T(z1,...,T,) = argmin, / L(t,g(0"))dU(0 | x1,...,2n).
(S]

PREUVE. Soit T' un estimateur, son risque moyen peut s’écrire comme ’espérance de la perte a posteriori
sous la loi de mélange sur les échantillons définie par la loi a priori, c’est une illustration du théoreme
de Fubini.

| Ed LT (X, X,),9(6))) 41100
S
= / / L(T(x1,...,%,),9(0)dIL(0 | x1,...,2,)dP(z1,...,2p).
nJo
Si un estimateur minimise I'intégrande [ L(T'(z1, ..., %), g(0))dIL(0 | 21,...,2y), il minimise le risque

bayésien. O
Pour le risque quadratique, ’estimateur bayésien prend une forme particulierement simple.

COROLLAIRE 10.19 Si la fonction de perte est quadratique (carré d’une distance Ls), lestimateur
bayésien est la moyenne a posteriori.

PREUVE. Si T(X1,...,X,) = [o9(0)dII(0 | X1,...,X,) P-p.s., alors pour tout autre estimateur 7",

/ (T' (21, .., 2pn) — g(@))2 dII(0 | x1,...,x,) > / (T(x1,...,20) — g(0)*dIL0 | x4, ..., x,)
© ©
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car l'espérance minimise I’écart quadratique. Donc en intégrant par rapport a la loi de mélange,
/ / (z1,...,20) — g(0)° A0 | 21, ..., 2n) dP(z1,. .. 2,) >
[ @) = g0)* A0 a1, ) AP ).
nJe

PRroPOSITION 10.20 Pour le risque quadratique, s’il n’est pas trivial, un estimateur Bayésien n’est
jamais sans biais.

PREUVE. Soit T un estimateur bayésien de g(6), d’apres le corollaire , T est lespérance de g(6)
lorsque €’ est distribuée sous la loi a posteriori :

T(Xl,...,Xn):/g(G’)dH(G’\Xl,...,Xn).
C]

Si T est sans biais on a aussi
9(0) = Eo[T(X1,...,X,)].

Dans la suite du calcul, on abrége T'(X7,...,X,) en T. On note P la loi de mélange sur X™ définie par
I et (Pp)oco-
Sous ces hypotheéses,

/ R(T, 6)dII(0)
(C]

n

= /@ /n(T(xl,...,xn)—g(e))2Hp(xi|9)dy(x1)...du(xn) dri(e)
i=1
= /@ /n(TQ_g(@)?)Hp(xi|0)du(as1)...dy(;cn) d11(g)

car T est sans biais
_ / / (T% — g(0)2)ATI(O | 21, ..., 20)dP(21,. . -, 2n)

par désintégration

_ // ((/ AT ))2—9(9)2) AT | 21, ..., 2n)AP (21, 2

T est Bayésien, donc moyenne sous loi a posteriori

// ((/ )2dII(e’ |m1a'~'7xn)) —9(9)2) dIL(0 | 21, ..., z0)dP (1, ... @)

inégalité de Jensen

= // VAT | 21, .. 20)dP (21, ..., x,)
/ / VIO | 21, ..., 2,)dP(x1,. .., 2,)

autrement dit, sur le support de IT, R(T,0) = 0, ce qui revient & écrire T'(X7, ..., X,) = g(0) P-presque
stirement. Ceci n’est possible que si la loi a posteriori et donc la loi a priori ne chargent qu'une seule
valeur de 6. Cela trivialise I’estimateur. d

IN

REMARQUE 10.21 Dans le probleme de la localisation gaussienne en dimension d, on peut se demander si
I’estimateur au maximum de vraisemblance ou l'estimateur de James-Stein sont des estimateurs bayésiens.
Notons que 'un est sans biais mais pas ’autre. On peut déja écarter I’estimateur au maximum de vraisemblance.
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10.8 LIMITES DE L’APPROCHE MINIMAX

La démarche minimax conduit parfois a des estimateurs dont 'intérét peut étre questionné.

Considérons le modeéle binomial, avec © =]0,1[ ot Py désigne la loi de Bernoulli de probabilité de
succes 6. On choisit la fonction de perte quadratique.

On choisit comme loi a priori Beta(p, ¢) (ou Dirichlet) de densité

I'(p+q) -1 -1
Dococi =~ X 2P (1—2)? .
““I(p)T(q)
On peut profiter de la conjugaison entre lois de Bernoulli (et lois binomiales) et lois Beta pour cal-
culer les lois a posteriori. Si ny := Z?:l X; = nX, et ngp = n —nq; la loi a posteriori est une loi
Beta (p + n1,q + np). L’estimateur bayésien est alors

0. p+n _yn-i-%
" p+gtn 142

On peut rechercher parmi les lois Beta celle qui forme ’a priori le plus défavorable, celle qui maximise
le risque Bayesien (et réalise donc le risque maximin pour le modele). Nous allons nous contenter de
vérifier que I’a priori maximin est la loi Beta(y/n/2,/n/2) (c’est une loi d’espérance 1/2 et de variance
m). L’estimateur Bayésien est pour cet a priori

son biais et sa variance en 6 étant respectivement
1 3-0 . 0(1—0)
_ e [ Sl
Vnl+ o= 1)

Le risque quadratique en 6 (somme de la variance et du carré du biais) est alors

1

VTR VER

Le risque quadratique de I’estimateur bayésien ne dépend pas de I'estimande ! D’apres le théoréme ,
I’estimateur bayésien est minimax.

Nous avons par ce calcul élémentaire calculé le risque minimax pour le modele binomial. Au passage
nous constatons que 'estimateur au maximum de vraisemblance n’est pas minimax, puisque son risque
maximal est 1/(4n). En revanche, on peut dire que l'estimateur au maximum de vraisemblance est
asymptotiquement minimax, puisque son risque maximal est asymptotiquement équivalent au risque
minimax.

Comme les résultats de super-efficacité, ce résultat ne doit pas étre pris trop au sérieux. En effet,
Pestimateur minimax améliore un peu lestimateur au maximum de vraisemblance en § = 1/2, mais il
est moins bon en tout 0 tel que

1
e
-2 2=
2 2n1/4 1 + ﬁ

Toujours dans le modele binomial, on peut envisager d’autres risques que le risque quadratique. Par
exemple,
(T —0)°
0(1—-0)’

en effet rien n’oblige la fonction de perte a étre une fonction de la différence entre ’estimande et
Iestimateur. Pour cette fonction de perte, le risque de l’estimateur au maximum de vraisemblance
est constant et égal & 1/n. Toujours d’apres le théoréme , c’est donc un estimateur minimax (et
bayésien pour I'a priori le plus défavorable). Le fait que cet estimateur soit sans biais ne contredit pas
la proposition

L(T,0) =
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10.9 INEGALITE DE VAN TREES

Nous avons déja vu quelques techniques de minoration du risque. Pour les tests entre hypotheses
simples, on peut partir de la distance en variation, mais aussi de la distance de Hellinger ou de ’entropie
relative entre les deux hypotheéses. Pour 'estimation ponctuelle, on peut réduire un probléme de test
a un probléme d’estimation. C’est en fait une méthode tres générale. Quand on s’intéresse au risque
quadratique d’estimateurs sans biais, sous des conditions de régularité du modele, I'inégalité de Cramer-
Rao fournit une borne inférieure. Se contenter des estimateurs sans biais n’est pas raisonnable. Les
inégalités de van Trees permettent de minorer le risque quadratique pour des estimateurs généraux.
Comme les techniques utilisées ailleurs (Assouad, Fano, Le Cam), elles partent d’un jeu bayésien.

Le modele (Py)gco avec © C R est supposé dominé par v. Dans la suite © =|a, b[ avec a,b éven-
tuellement infinis. La vraisemblance en 6,z est notée p(x | §). La fonction 6 — p(z | 0) est supposée
mesurable.

Pour tout €, on suppose que pour tout 6, la fonction score dd—e logp(x | 0) est dans La(FPy), et qu’elle
est centrée

/ (fe log p(x | O)p(a | 0)dv(x) = 0.

On note I(0) la variance de la fonction score

1) [ <§19 logp(z | 0))2p<x | 0)dw(a).

On suppose que c’est une fonction continue de 8 (en fait le centrage de la fonction score peut étre prouvé
a partir de la seule continuité de 6 — 1(9).

i) La loi a priori II est absolument continue (de densité 7) et I'information de Fisher pour le modéele
de localisation défini par II(- — 6),0 € © est finie :

I(I) .= /@ 7:;((2)) df < oo

ii) Les fonctions 6 — Om(0)p(x | 0) et 0 — 7(0)p(x | ) sont supposées tendre vers 0 assez vite lorsque
6 tend vers un point fini de 90 = {a, b}, pour que pour v-presque tout x,

a)

d(p(z | O)7(0)) ., B
/]a bl ——— 40 =lp@ | 0@ =0

AW OTO) 1y 0 o o [ g [
e e U DRCTF /]a,b[p( | 0)r(6)d0 /]a,b[” | 0)dI1(0)

THEOREME 10.22 (INEGALITE DE VAN TREES) Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, si T =
T(X) est une statistique,

/Eg (T - 6)?] a11(9) > ) T I

PREUVE. L’étape cruciale de la preuve consiste & vérifier

// [ ;9( (x|9)><7r(9))] dv(z)dd =1. (10.1)

130



La vérification revient a invoquer les hypotheses du théoréme a ’aide du théoreme de Fubini. D’une
part, on a

// di (p(z | ) x w(9)) dv(x)dd
d
= [ 1@ [ 250l 16) xx(6)) dban(a)
— [ 1@ bl ] 6) x 7)), dv(z)
X
/Odu(x)
X

= 0.

Et, on a aussi

J.Js

¢
_ /X/@ed (x| 8) x 7(6))] dbdu(x)

/X <[0p(x | 9) x 7(6))° — /@p(w | §) x w(g)dg) av(z)

_ /@ /X p(a | 8)dv(z)m(6)dd
1

p(x | 0) x 71'(9))} dv(z)do

A partir de (), on peut réécrire
1 = / / [ —0) —log( (z]0) x 77(9))} p(z | 0) x w(0)dv(x)dd

</® /X (T(2) - 9)2] p(x | 0) x W(Q)du(x)d9> "
(L

ou l'inégalité est une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

L/ [(log x|e>xw<a>)ﬂ oz | 6) x 7(0)du(z)dd
_ // <10gpx9))2+<(felog7r(0))2

2i logp(x | 0) x dlogw(G)] p(z | 6) x w(0)dv(x)dd

IN

9 1/2
< log (p(z | 8) x 71'(0))) ] p(x | 0) x 7T(0)d1/($)d0>

a9 a9
- / 1(0)m(6)d6 + I(IT)
C]

+2/ ( 7 logp(x | 0)p(z | 0)du(:v)> m(0)do
- / 1(0)7(6)d0 + I(11),
e

ol la derniere égalité est une conséquence du centrage des fonctions scores dans les modeles réguliers.
O
En posant les hypetheses pertinantes d’intégrabilité sur g, on prouve de la méme facon.
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COROLLAIRE 10.23

, (Jo o' (0)dII(6))°

On se contente d’écrire la preuve pour n = 1 (1 observation).
PREUVE. Il suffit de vérifier que pour v-presque tout =z,

[ 503 vl 19)x =(0)) a0
— 1) (s |0) x 7O - [ 4 Opler] 0)7(6)a0
S]
= [ Ow oo,
S}
pour remplacer () par

L[ @ - ao) g vt 10) x w0 | avieras = [ o @parie).
eJx do ©

O

EXEMPLE 10.24 On considére le modele de translation gaussienne N'(6,1) avec § € © :=]0, 00). On veut estimer
g(0) := 0% pour « € [0, 1].

Un estimateur intuitif pour 6 est (X,)%. Il est consistant en tout § € ©. Si § > 0, la méthode delta nous
indique que

Vi ((Xn)S = 0%) ~ N (0,0%6°72) .

On doit se demander comment se comporte le risque quadratique en § = 0 et comment se comporte le risque
minimax & n fixé. En 6 = 0, ((X,)% —60%) = (X,)$ vaut 0 avec probabilité 1/2 et avec probabilité 1/2 est
distribuée comme n~%/? multiplié par la puissance a de la valeur absolue d’une gaussienne standard. Le risque
quadratique décroit comme n~ plutoét que comme 1/n.

Les inégalités de Van Trees permettent de minorer le risque minimax.

Dans ce modele I(6) = 1 pour tout € ©. Si on choisit une loi a priori qui vérifie les conditions du théoréme

, pour tout estimateur T’

(f(_) a@o‘*lﬂ'(G))Q

sup Eg [(T(X1, ..., Xn) — 6%)°] z/eﬂa@ (T(X1,...,Xn) — 0%)] n(6)d0 > S OESIC

0>0

Si la densité 7 satisfait les conditions de I'inégalité de van Trees, alors les densités 7, obtenues par changement
d’échelle 7, (-) := L7(=) satisfont aussi les conditions de I'inégalité. L’information de Fisher de 7, est facilement
obtenue & partir de I(7) :

I(ma) = a%f(w).

Le membre droit de 'inégalité de van Trees obtenue a partir de I’a priori 7, est

2

a?e=1 (f® ()]
n+I(m)/a?

On peut optimiser le facteur d’échelle en choisissant

o al () .
n(l — )
On obtient finalement

sup Bo [(T(X1, ..., Xn) —0%)%] > I(m)* a1~ )" (/@ ae("ln(e)) .

6>0 ne
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10.10 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

Le livre de Lehmann et Casella [[7] est la source principale d’inspiration du cours. L’estimateur de
James-Stein est aussi exposé dans [, Chapitre 3] [d].

L’étude systématique des modeles différentiables en moyenne quadratique (théorie de Hajek-Le Cam)
est au coeur de [2, [L0]. Elle est aussi illustrée sur les tests dans [8] et explorée en profondeur dans [f].

[1] décrit la méthode de Stein qui utilise I'identité de Stein comme point de départ pour démontrer
des théoremes centraux limites avec vitesse de convergence.

Les résultats de la section sont attribués & Lehman et Hodges, voir [§, Chapitre 3].

La section sur les probabilités conditionnelles est inspirée du chapitre 10 de [B]. On y trouve toutes
les preuves.

L’étude fréquentiste des performances des méthodes bayésiennes fait 'objet d’une étude intensive
depuis une vingtaine d’années. On trouve dans [J] et surtout dans [4] un exposé de ces progres.
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ASPECTS PRATIQUES DES METHODES BAYESIENNES

11.1 INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est d’introduire certains outils utilisés par les praticiens de l'inférence
bayésienne.

Le paradigme bayésien peut sembler plus complexe a mettre en ceuvre que les méthodes dites
fréquentistes ou « classiques », et notamment que le maximum de vraisemblance; pour autant, les
méthodes bayésiennes sont tres populaires dans de nombreux domaines d’application. On peut citer
plusieurs explications :

i) la mesure de l'incertitude est aisée et explicite, puisqu’on obtient une distribution pour le parameétre
a estimer 0 (la distribution a posteriori) et jamais une simple estimation ponctuelle;
ii) les méthodes bayésiennes peuvent étre plus aisées & appliquer sur des modeéles complexes;
iii) le paradigme bayésien est facile & utiliser pour des modeles ou expériences imbriqués : la loi a
posteriori de 'expérience 1 peut étre utilisée comme loi a priori de 'expérience 2 ;
iv) l’étude de fonctions complexes des parametres est facilitée (par exemple : lois marginales, lois
conditionnelles...) ;
v) T’étude de plusieurs modeles concurrents est plus aisée;
vi) certains mettent en avant des raisons philosophiques;
vii) les estimateurs bayésiens et les régions de crédibilité associées peuvent étre plus intuitifs que les
notions d’intervalle de confiance ou de p-valeur, qui sont mal comprises des non-mathématiciens ;
viii) le cadre mathématique est parfois plus simple a utiliser.

Pour autant, il existe bien entendu un grand nombre de situations ot I’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) est utilisé en pratique, notamment pour des modéles suffisamment simples pour
que 'EMV soit calculable et avec des données de taille suffisamment grande pour que les propriétés
asymptotiques de 'EMV entrent en action.

Dans la suite, on considére un modele statistique dominé avec un parametre § € © C RF inconnu,
des observations y et une fonction de vraisemblance L(6;y) = p(y|f). On note 7(6) la (densité de la)
loi a priori et w(0ly) < w(0)L(0;y) la (densité de la) loi a posteriori. On suppose que toutes les lois
considérées ont une densité par rapport a la mesure de Lebesgue ou de comptage. Pour un événement
A, on note P(A) et P(Aly) sa probabilité respectivement a priori et a posteriori; on utilise la notation
équivalente pour ’espérance.

Il existe plusieurs estimateurs ponctuels possibles. Les plus usités sont :

i) V'espérance a posteriori IE[f|y] (qui s'impose lorsqu’on cherche & minimiser un risque quadratique,
voir chapitre précédent) ;
ii) la médiane a posteriori;
iii) le maximum a posteriori (MAP) argmaxy 7(0|y) ;

mais il serait dommage de se cantonner a un estimateur ponctuel : I'intérét du paradigme bayésien
réside dans la distribution a posteriori prise dans son entier.

Définissons tout d’abord les pendants bayésiens des notions d’ensemble de confiance et de test de
rapport de vraisemblance.

DEFINITION 11.1 (ENSEMBLE DE CREDIBILITE) Soit II(- | y) la loi a posteriori sachant la donnée y € ).
Soit « €]0, 1[. Un ensemble Cy est un a-ensemble de crédibilité si

e eCyly) >1—c.

Dans cette définition, remarquons que ¢ est aléatoire, distribuée selon la loi a posteriori, alors que C,,
est une fonction habituellement déterministe des observations y (on n’exclut pas la possibilité d’une
randomisation comme dans la construction de Neyman-Pearson) : les rdles sont inversés par rapport a
la définition d’un ensemble de confiance.

DEFINITION 11.2 (HPD) Un a-ensemble de crédibilité est dit HPD (highest posterior density) si on
peut écrire
{0 :7(0ly) > ko} C Cy C {0:7(0ly) > kat

ou k est le plus grand seuil tel que Cy soit un a-ensemble de crédibilité.
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Un ensemble HPD est de volume minimal parmi les a-ensembles de crédibilité. Par exemple, si 6 est de
dimension 1 et que C, est connexe, alors Cy, est I'intervalle de crédibilité le plus court.

11.2 CHOIX DE LA LOI A PRIORI

Le choix de la loi a priori est une des problématiques principales de toute analyse bayésienne appli-

quée. La subjectivité du scientifique est rendue explicite par le choix de la loi a priori. Cela présente
un intérét philosophique, puisque ’analyse en est plus transparente, mais ce choix doit pouvoir étre
défendu. Parmi les méthodes pour choisir une loi a priori, citons :

i)
ii)
iii)

iv)

la loi « non-informative » ou a priori de Jeffreys : w(6) o< 1/I(0) ot I(#) est I'information de
Fisher du modele;

une loi a priori fournie par un expert du domaine d’application : selon les cas, I’expert peut soit
fournir une loi, soit au moins les premiers moments (espérance, variance) ce qui permet de choisir
les parameétres d’une loi conjuguée ;

une loi a priori qui provient d’une expérience précédente : en cas d’expériences successives, la loi a
posteriori de 'expérience k peut servir de loi a priori pour ’expérience k + 1;

dans tous les cas, et encore plus quand aucun choix de la loi a priori ne s’impose, il faut vérifier
I'influence de la loi a priori sur la loi a posteriori : on effectue I’analyse avec plusieurs lois a priori
différentes, et on vérifie que les loi a posteriori concordent.

EXEMPLE 11.3 Considérons le modele simple suivant : Yi,...,Y, sont iid de loi de Poisson P(X), avec la loi
a priori conjuguée A ~ I'(a,b). La loi a posteriori est alors )\|Y ~T(a+> yi,b+n). La Flgure - montre
I'influence de la loi a priori pour différentes valeurs de n.
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F1a. 11.1 : Pour un modele de Poisson P()\) et différentes lois a priori A ~ I'(a,b), on observe que les
lois a posteriori correspondantes (haut) se rapprochent au fur et & mesure que la taille d’échantillon n
augmente, et notamment les intervalles de crédibilité (bas). Pour n = 1000, I'influence de la loi a priori
est négligeable.
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11.3 CONJUGAISON DANS LES MODELES EXPONENTIELS

Avec (€, F) un espace probabilisable, si T :  — IRP est F-mesurable, et v une mesure o-finie sur
(Q2, F), le modele exponentiel défini par v et T' est paramétré par Uintérieur de

O := {0 ERP: Z(0) = / exp ({0, T(w))) v(dw) < oo}
Q
supposé non vide. Chaque loi Py est définie par sa densité par rapport a v :
p(w | 0) = exp ({6, T'(w))) /Z(0) -
On peut définir une loi a priori sur © par sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue
m(0) x exp ((8,t) — tglog Z(0))

avec t € RP,tp € R tels que

exp ((0,t) —tglog Z(0)) df < oo .
@0

Cette loi a priori est paramétrée par (to,t) € RPTL.
La densité de la loi a posteriori définie par les données D,, = w1, ...,w, est proportionnelle &

exp <<0, t+ Z T(w;)) — (n+to) log Z(G)) ,

la densité 7(- | wy,...,wy,) est de la méme forme que la densité a priori mais les parameétres sont modifiés
par les données :
n
(to +n,t+ ZT(%)) .
i=1

Dans les modeles exponentiels (en forme canonique ici) il est donc trés facile de définir des lois a priori
issues de familles conjuguées au modele. Le calcul de la loi a posteriori s’en trouve grandement simplifié.
En choisissant une loi a priori conjuguée dans un modele exponentiel, il est relativement simple de
mener & bien une analyse fréquentiste de I'inférence bayésienne, c’est-a-dire d’étudier ’évolution de la
loi a posteriori.
Supposons pour le reste de cette section, que les données sont i.i.d. selon Py, avec §y € ©°. La suite
des maxima a posteriori est donnée par la suite des solutions de

t+ zn:T(wi) — (to+n)Vleg Z(0) =0

i=1
soit, avec probabilité qui tend vers 1 lorsque n — oo,

t+ 3 T(“z‘)) .

0, = Vleg Z (
to+n

Lorsque n tend vers U'infini, gn tend a s’approcher de 'EMV : §n :=Vlog Z~! (W)

On peut se demander a quoi ressemble la loi a posteriori recentrée autour de 6,, et renormalisée par

V/n, soit la loi de densité
1

- h

La densité de la loi a posteriori recentrée autour de 6,, et renormalisée par y/n est proportionnelle &

t ~ t h?
exp (—();l”htv? log Z (9n) h+ w?”'Rgﬂ(h/ﬁ))

ot Ry, (2) = of ]
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La régularité de la fonction 6 — log Z(f) et la convergence presque siire de 5n vers fy nous in-
diquent que V?log Z <§n) convergence presque stirement vers V2log Z(6p) = I(6p). Un peu de travail

supplémentaire nous permettrait de vérifier que presque stirement
R@L(h/\/ﬁ) — 0.

Cela revient a établir que presque silirement, la densité a posteriori recentrée et renormalisée converge
simplement vers la densité de la loi gaussienne centrée et de covariance I-1(6). La convergence simple
des densité implique la convergence en distribution, et méme la convergence au sens de la distance en
variation (Lemme dit de Scheffé).

Ce résultat peut se démontrer rigoureusement pour les modeles différentiables en moyenne quadra-
tique, c’est le théoreme dit de Bernstein-von Mises. Celui-ci peut aussi s’énoncer ainsi : dans un modele
différentiable en moyenne quadratique, sous des conditions bénignes sur la loi a priori, la suite des lois
a posteriori recentrées autour du maximum a posteriori et renormalisées converge presque siirement en
distribution vers la gaussienne centrée de covariance égale a l'inverse de la matrice d’information de
Fisher.

Le théoreme de Bernstein-von Mises nous montre au passage que les ensembles de crédibilité dé-
finis par les ensembles de niveau de la densité a posteriori sont asymptotiquement des régions de
confiance. Ils approchent les ellipsoides de confiance introduits & partir de la normalité asymptotique

de /nI(0,)Y2(0,, — 65).
11.4 FACTEUR DE BAYES

Considérons maintenant la question du choix de modele.

On considere deux modeles My et M7, qu’on souhaite comparer. Le modele M; dépend d’'un para-
meétre 6;, pour lequel on a une loi a priori m;(6;) et une fonction de vraisemblance L;. Enfin, on choisit
la probabilité qu’on attribue a priori a chacun des deux modeles (par exemple 1/2 et 1/2). A priori,
le rapport des chances des deux modeles est TI[My]/II[M;]; a posteriori, ce rapport des chances est
[ Moly] /TI[Mi|y).

DEFINITION 11.4 (FACTEUR DE BAYES)
On appelle facteur de Bayes la quantité

- _ TI[Moly] /TI[Mo]
Birlv) = iaa,]y) / M,

On utilise le facteur de Bayes pour mesurer comment les données ont fait évoluer le rapport des chances.
Intuitivement, si Bf; (y) est grand, alors les données y favorisent My ; si Bf;(y) est petit, les données
favorisent M;. Le facteur de Bayes mesure a quel point les données ont fait évoluer notre croyance,
entre le ratio des probabilités a priori et le ratio a posteriori.

Par le théoreme de Bayes, on a

Ply|M;|TT[M;]

H[M;|y] = Ply]

et on peut récrire le facteur de Bayes :

BT — mo(y) _ J m0(80)Lo(60;y) dby
T ma(y) [ mi(01)L1(61;y) doy

mi(y) = Ex, [Li(65:9)] = / (6, Li(65; ) do,

n’est autre que la constante de normalisation de la formule 7;(0;|y) o< 7;(0;)L; (055 y).

REMARQUE 11.5

i) alors que dans le cadre classique du test d’hypothéses, on accorde une place privilégiée & I’hypothéese nulle,
ici les deux hypothéses jouent des roles symétriques;
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ii) cette derniére expression ressemble au ratio de vraisemblances utilisé dans le cadre classique, dans lequel
on aurait remplacé arg max par une intégrale. Cette modification permet d’avoir une pénalisation naturelle
de la taille du modele, et d’éviter ainsi les problémes de surapprentissage.

De méme qu’il existe des échelles pour interpréter les p-valeurs, on cite souvent I’échelle de Jeffreys
pour interpréter le facteur de Bayes. Si log,y Bg;(y) > 0, alors les données favorisent le modele My ;
plus précisément :
i) entre 0 et %, I’évidence est faible;

ii) entre % et 1, elle est substantielle;

iii) entre 1 et 2, elle est forte
)

iv) au-dessus de 2, elle est décisive

et symétriquement en faveur du modele M; pour les valeurs négatives.

EXEMPLE 11.6 On reprend ’exemple Poisson-Gamma exposé ci-dessus : on dispose d’observations Yi,...,Y,,
mais également de covariables Z1, ..., Z, avec Z; € {1,2} et on souhaite choisir entre les deux modeles suivants :

Mo: Yi~nP(A)  A~T(a,b)

M1 . Y;|Z7,:kNP(>\k) )\1,/\2~P(a,b)
autrement dit, on cherche & savoir si les (Y;) proviennent tous de la méme distribution, ou s’ils proviennent de
deux distributions différentes selon la valeur des (Z;).
Pour choisir entre ces deux modeles, on calcule les vraisemblances marginales (avec les notations ni; =
S lz,—1, S1 =Y yillz,—1, et les équivalents pour nz et Sa) :

[e<) ba

A“ilefw‘e*“)\zl/inid = b* H 1 T(a+Y yi) .
)

moly) = Eny [Lo(ulto] = | il | Entresnressrs

o I(a)

v T(a+5S1) T(a+Ss) 1
") = F@R Gn St Gy L

d’ou le facteur de Bayes

I'(a T(a+S1+S2 (b+n1)H51(b+ny)*ts2
be T'(a+ S1)T'(a+ S2) (b4 n)at+S1+52

Boi(y) =
11.5 MONTE-CARLO

Beaucoup de quantités d’intérét peuvent s’écrire sous la forme
1=, [0(6)] = [ h6)p(6) .

Par exemple, 'espérance a posteriori correspond a h(6) = 0 et p la loi a posteriori; la vraisemblance
marginale correspond a h(0) = L(6;y) et p la loi a priori...

Dans les exemples simples considérés ci-dessus, ces espérances peuvent étre calculables sous forme
analytique, mais cela n’est bien siir pas le cas en général. On va alors chercher un estimateur de I.
L’estimateur le plus simple est celui de Monte-Carlo : on simule 64, ...,607 ~ p et on pose

T

Iy 1

Iy = > h(0y).
t=1

Notons que I}IC est un estimateur sans biais de I, et que sous des conditions trés générales la Loi des
Grands Nombres garantit qu’il est convergent. Enfin, on a

var(I}°) = %Varp(h(ﬁ)).

Cette approche simple est rarement optimale : d’une part var,(h(6)) peut étre élevée, d’autre part
(et c’est plus génant) il peut étre difficile ou impossible de générer les 6, selon p. Il est alors plus efficace
de procéder par échantillonnage d’importance (importance sampling) : on peut récrire, pour une densité

v bien choisie,
OO [HO0)
I*/ 7(0) WM&EV{ +(0) }
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Monte Carlo
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FI1G. 11.2 : Estimation d’un Bayes factor par Monte-Carlo et par Echantillonage d’importance (échan-
tillonnage préférentiel). En rouge, la valeur analytique. Notez que 1’échelle des ordonnées n’est pas la
méme sur les deux figures.

et on reprend l'idée précédente : on simule 67, . .., 0% ~ « et on pose

s 1= h(6)p(6:)
fr= ; v(0:)

el

Comment choisir v ? Il faut bien stir que y(6) soit non nulle dés que p(#) est non nulle, et que 7 soit
facile & simuler. De plus, comme

1

var(If) =  var, (h<9>p<9>>

v(0)

on va chercher a minimiser cette variance, ce qui revient a prendre v ~ hp & une constante multiplicative
pres.

EXEMPLE 11.7 Reprenons le calcul du Bayes factor de la section précédente. Pour nos données (n = 577), le
calcul analytique montre que le Bayes factor vaut environ 0.1876; on va chercher a l’estimer par Monte-Carlo
et par échantillonnage d’importance. Pour la loi d’importance v, on choisit la loi gaussienne de parametres
P’espérance et la variance a posteriori : il s’agit bien d’une loi aisée a simuler, et on s’attend a ce quelle améne
une faible variance.

La figure montre ’évolution des estimateurs A‘}?C et f% en fonction du nombre d’itérations T ; la ligne
horizontale rouge correspond a la valeur analytique. Prenez garde a l'axe des ordonnées : en une centaine
d’itérations, 1’échantillonnage d’importance donne une estimation avec une erreur inférieure & 1072, précision
que le Monte-Carlo n’a toujours pas atteinte en 10 000 itérations.

11.6 ALGORITHME DE METROPOLIS-HASTINGS

Lorsque les méthodes de Monte-Carlo et d’échantillonnage d’importance ne peuvent pas étre appli-
quées (par exemple parce que la densité p dépend d’une constante de normalisation inconnue), on peut

141



avoir recours au Markov Chain Monte Carlo (McMC). L’idée est de créer une chaine de Markov (Z;) de
loi stationnaire p. Pour peu qu’on puisse garantir la convergence en loi Z; ~— ' D, onaura I'estimateur
L— 00

asymptotiquement sans biais
T
- 1
MCMC __ —
Iy =7 ;—1 h(Zy).

11 existe de nombreuses maniéres de construire une telle chaine de Markov (Z;) ; nous nous contentons
ici de décrire ’algorithme de Metropolis-Hastings, qui est 'un des plus génériques.

DEFINITION 11.8 (BILAN DETAILLE/DETAILED BALANCE) Soit p une mesure de probabilité sur X et
(Z:) une chaine de Markov & valeurs dans X, de fonction de transition K(x — z’). On dit que (Z;)
vérifie le detailed balance pour p si

Vo, 2’ € X, p(x)K(x — 1) = p(2/) K (2’ — x).

On peut aussi dire que (Z;) est réversible.

THEOREME 11.9 Si la chaine de Markov (Z;) vérifie le bilan détaillé pour la loi p, alors p est une
loi stationnaire pour (Zy).

PREUVE. On donne la preuve dans le cas ou X est discret ; elle s’adapte aisément.
Supposons que Z; ~ p. Alors

PlZy1 =] = ZPZt—] (j =) Zp K(j =)= p()K(i = j) = p(i)

et on a donc Z;11 ~ p. O

DEFINITION 11.10 (ALGORITHME DE METROPOLIS-HASTINGS) Soit p une mesure de probabilité sur
X. On se donne un noyau de proposition ¢(-|-) sur X, c’est a dire que Vo € X, ¢(-|x) est une densité de
probabilité sur X. On se donne une valeur initiale Z, arbitraire. On appelle algorithme de Metropolis-
Hastings I'algorithme dont l'itération ¢ + 1 est donnée par :

i) Tirer Yii1 ~ q(|21) ;
ii) Poser la probabilité d’acceptation

— min P(Yer1) a2 |Yes1)
"o (1’ p(2t) Q(yt+12t)>

iii) Poser
Yiy1  avec probabilité oy
Zip1 = s
7y avec probabilité 1 — ay

THEOREME 11.11 La chaine de Markov définie par Ualgorithme de Metropolis-Hastings vérifie le
bilan détaillé pour p.

PREUVE. Notons K la fonction de transition de la chaine (Z;). Soient z,2’ € X. Etudions la transition
x— ', i.e. Zy = x et Yiy = a’. Par symétrie, on peut supposer a; < 1 (ce qui signifie que si on avait
proposé la transition 2’ — x, la probabilité d’acceptation aurait été 1). On a

K(z — ') _ q(@'|lz)ay  p(a’)

K(@' =) qzla’) — pl2)
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et le bilan détaillé est bien vérifié. O

Pour peu qu’on ait choisi ¢ de fagon a ce que (Z;) soit irréductible, apériodique et positive récurrente,
ce qui est aisé en pratique, le théoréme ergodique garantit que ’estimateur f%ICMC converge en probabilité.
Etudions sa variance :

T t—1

var (I}ECMC) — %var(h(Z)) + % SN cov (h(Zy), h(Zw)) .-

t=1t'=1

Comme Z; converge en loi, on a a asymptote cov (h(Zy), h(Zy)) = cov (h(Zisx), h(Zp41)) pour tout
k et chaque terme apparait donc environ 7 fois dans la double somme, d’ou

T
A OMC 1 2
var <I¥°MC> ~ T var(h(Z)) + T Z cov (h(Zt), h(Z4x)) pour un t arbitraire suffisamment grand
k=1

~ var(h(Z)) (;, + ;ch) ou p = cor(h(Z;), h(Zii1))
1
~ 9 var(h(Z))

ou M = ﬁ est la taille d’échantillon effective (effective sample size, ESS) : notre estimateur MCMC

apres T itérations fé‘p”c"“c est de méme qualité qu'un estimateur Monte-Carlo T Vf apres M itérations (avec
M <T).

Ceci nous donne une heuristique pour choisir une bonne proposition ¢ : on cherche a minimiser
Pautocorrélation de la chaine (Z;), c¢’est-a-dire la corrélation entre Z; et Z;1k, pour tout k.

Prenons I’exemple simple ot ¢(:|x) = N(z,0?) et ou cherche & optimiser en o. Si o — 0, alors on
propose une valeur Y41 trés proche de Z; (et qui sera acceptée avec une probabilité a; proche de 1),
donc l'auto-corrélation sera proche de 1. Si ¢ — 0o, alors on propose une valeur Y1 tres éloignée de
Zy, qui ne sera généralement pas acceptée (a; = 0) : on a une forte probabilité que Z;11 = Z;, donc
I’auto-corrélation sera encore proche de 1. Il existe donc une valeur optimale finie de ¢ qui minimise
Pauto-corrélation. Dans un cas simple, on peut montrer que I'optimum est atteint si E[ay] = 0.234;
I’expérience montre que des valeurs proches de 0.234 fonctionnent également bien dans un grand nombre
de cas plus complexes.

11.7 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

L’ouvrage [4] constitue un plaidoyer (vibrant) pour les méthodes bayésiennes.

La version générale du théoréme de Bernstein-von Mises (valable pour les mode¢les différentiables en
moyenne quadratique) est due & Le Cam. On en trouve une démonstration dans [f].

En statistique non-paramétrique, 1’étude fréquentiste des méthodes bayésiennes est un sujet tres
actif [1].

Les méthodes de Monte-Carlo jouent un rdle central en probabilités numériques [3]. Les propriétés
de mélange des chaines de Markov sont étudiées dans [2].
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ESTIMATION NON—PARAMETRIQUE : ESTIMATION DE DENSITE

12.1 PROBLEME

En statistique dite paramétrique, on suppose que 'on dispose d'un bon modele du phénomene
étudié. Par exemple, lorsqu’on plaque un modéle linéaire gaussien sur une étude (voir par exemple notre
exploration des données whiteside), on postule qu'une certaine distribution (celle du bruit) possede
une forme (trés) particuliere (gaussienne). Ce genre de postulat peut étre plus ou moins motivé : s’il
y a de bonnes raisons de penser que le bruit est une somme de petites perturbations indépendamment
distribuées, le TCL justifie I’hypothése gaussienne. Il peut étre aussi motivé de facon discutable : on
postule un bruit gaussien parce que cela facilite les calculs!

Il est aussi des situations ou on se refuse a postuler un modele paramétrique particulier. Par exemple,
en statistique du risque (environnement, assurance, ...), on cherche a étudier les caractéristiques des
queues de distribution sous la seule hypothese que les fonctions de répartition ou les fonctions quantiles
possédent des propriétés de variation réguliére (par exemple lim, ., F(tz)/F(t) existe pour tout z > 0).
Une partie des polémiques & propos de 'usage des mathématiques en finance portait sur 1'usage des
modeles gaussiens pour décrire I’évolution des cours d’une variété d’actifs. On souhaite souvent effectuer
une modélisation minimaliste, par exemple supposer simplement que les données sont i.i.d. selon une loi
qui admet une densité. Le probleme est alors d’estimer cette densité. Il s’agit d’un probléme beaucoup
plus difficile que l'estimation de la fonction de répartition.

Le probleme de 'estimation de densité (en dimension 1) est défini ainsi : étant donné un échantillon
Xi,..., X, de tirages indépendants selon une loi (inconnue) de fonction de répartition F' et de densité f
(c’est a dire une fonction positive intégrable, d’intégrale égale & 1), estimer la fonction f. Nous noterons
nos estimateurs ]?n

12.2 FONCTIONS DE PERTE

Pour apprécier la qualité d’un estimateur, il faut choisir une fonction de perte L. Comme les densités
appartiennent & L1 (R), il est naturel d’utiliser la distance L; pour quantifier la perte subie en estimant

F par J, -
Lo f) = If = Folls = /R (@) — Falo)lde.

Ce n’est pas la seule facon de faire, il existe une littérature abondante ol on s’intéresse a la perte

quadratique :
/R (@) — Folo)Pda.

On peut aussi s’intéresser a la distance de Hellinger, ou plutét a son carré :

| VF@ - Vi@ @

La perte Ly posséde un grand mérite. Comme c’est le double de la distance en variation, on réalise
immédiatement qu’elle est invariante par transformation injective des données. En particulier, elle est
insensible aux changements d’échelle et aux translation. Nous nous concentrerons sur cette perte.

LEMME 12.1 Soient P,Q deux lois de probabilité sur un univers (Q, F), absolument continues par
rapport a une mesure o-finie v. Soient f et g des dérivées de Radon-Nikodym de P et Q par rapport
av,

ilell;P(A) - Q(A4) = dn(P,Q) = / f(z )| dv(z) = /Q(f(x) —g(x)) 4 dv(x)
PREUVE. Comme fQ f(z) fQ g(z =1, la seconde égalité est immédiate.
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Si on définit A par A := {z: f(z) > g(x)},

P(A) - Q(A) = /A f(@) - g(a)dv(z) = /Q (f(2) - g(@)) 1 dv(z).

On peut donc déja conclure que

de(P.Q) > / (F(@) — g(x)) , dv(z).

Q

Soit B une partie mesurable

P(B) - Q(B) (z) — g(x)dv(x) + / f(z) — g(z)dv(z)

ANB AcNB

= [ @ - ga@dr@ - [ (@) - gla)-dvla)
ANB AcNB
< /A ((2) - g(2)) 4 dv(2)
- / (f(2) — g(2))4du(z)
Q
Soit

de(P.Q) < / (F(@) — g(x)) , dv(z).

Q

LEMME 12.2 (LEMME DE SCHEFFE) Soient (P,) une suite de lois absolument continues par rapport
d une mesure o-finie v, et (fn)n une suite de densités associées. St la suite (fy,) converge simplement
vers la (une) densité f d’une loi P, alors la suite (P,) converge vers P au sens de la distance en
variation (la suite (fn)n converge vers f dans L1(v)).

PREUVE. D’aprés le lemme précédent, il suffit de vérifier que

lim [ (F(&) = fu(®))sdv(z) = 0.

Mais d’'une part (f — f,)+ < f qui est intégrable et en tout x lim, (f(z) — fn(x))+ = 0. Il est donc
possible de conclure a ’aide du théoréeme de convergence dominée. 0

12.3 ESTIMATION PAR HISTOGRAMMES

La plus simple des méthodes d’estimation de densité, consiste a estimer la densité par une densité
constante par morceaux. Un estimateur par histogramme est défini par une partition de R en intervalles.

Les intervalles sont définis par by < ... < bg. Pour que la construction soit sans défauts, on se place
dans le cas ot aucun point de I’échantillon n’appartient & (—oo, b1]U [bg, 00) U{ba,...,br—1}. La densité
estimée est nulle sur (—oo, b1] et sur [by, +00) sur ]b;,bj+1),
N L Fn(bj+1)_Fn(bj)
fulz) = 2 2 .
j+1 — 95

Cette définition convient lorsqu’on peut supposer que la densité a estimer est supportée par [by, bg].
Tres souvent, on se concentre sur des histogrammes réguliers : b1 —b; = h pour 1 < j < k.
Quoiqu’il en soit, si la partition est bien choisie avant la collecte des données, ’estimateur par
histogramme est un estimateur par projection : la loi obtenue est la projection orthogonale de la mesure
empirique sur le sous-espace fermé des lois & densité constante sur les classes de la partition.
Cette interprétation de l'estimation par histogramme comme estimateur par projection, explique
que la théorie Ly (avec perte quadratique) de l’estimation par histogramme soit accessible.
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Les histogrammes sont une des techniques de base de la statistique descriptive. Dans cette spécialité
aussi, ils trouvent leurs limites : l'allure de I’histogramme obtenu peut dépendre subtilement d’un
décalage de la partition.

Nous allons introduire les méthodes de noyau par la méthode des fenétres glissantes. Comme pour
les histogrammes, la densité estimée est une fonction constante par morceaux. Mais dans le cas des
fenétres glissantes les morceaux dépendent des points de ’échantillon.

12.4 FENETRES GLISSANTES
Un résultat de consistance

Dans la suite, un noyau sera une fonction intégrable K ( f

|K(z)|dz < 00), on dira qu'il est positif
si K(x) > 0 en tout z, et un noyau positif est une densité si ?R K(z)dz = 1. Pour la largeur de bande

h >0, Kp(x) := £K(%). On a bien str [, Kp(z)dz = [ K(z)dx.
La méthode des fenétres glissantes est définie a partir d’un noyau, appelé noyau rectangulaire

K(z) = %H[—l,l] (z)

qui n’est autre que la densité de la loi uniforme sur l'intervalle [—1,1]. Pour chaque largeur de bande
h > 0, on définit le noyau K, (densité de la loi uniforme sur [—h, h]) par

Kn(w) i= Ty yy(x/h).

2h
L’estimateur de densité défini par le noyau rectangulaire et la largeur de bande h est
~ 1
fnlz) = o (Fpo(z+h)—F,(x—h)) .

Dans la suite, la largeur de bande notée h,, dépendra généralement de la taille de ’échantillon n et on
conviendra de

Folz) = i (Fo(z + hy) — Fo(x — hn))

Le théoréme fondamental du calcul infinitésimal nous rappelle que si F est une fonction de répartition
absolument continue (fonction de répartition d’une loi absolument continue), de densité f pour presque
tout x € R,

Fx+h)—F(zx—h)

}{i{‘% 5T = f(x)
et oth
Fla+h) — Flz—h) = /7}1 Fly)dy.

Cela nous suffira par la suite. Si on veut étendre les résultats qui suivent a l’estimation par noyaux en
dimension d > 2, ou en dimension 1, a des noyaux plus généraux, il est utile d’avoir en téte le théoreme
suivant.

THEOREME 12.3 (THEOREME DE DENSITE DE LEBESGUE) Soit ¢ un réel (strictement) positif. Soit
Q wune collection des boréliens de RY, tels que pour tout Q € Q

Leb(Q*) <

Leb(Q) ~°

ot Q* est le plus petit cube (boule Lo, ) contenant Q. Soit Q,. le sous-ensemble des éléments de Q,
de mesure inférieure a r > 0.
Soit f une densité sur R®. Pour presque tout x € R?,

1
Iﬂ)(Q))/gc+Qf(y)dy_f(x) =0.

L’ensemble des points ot la convergence a lieu est appelé ’ensemble des points de Lebesque de f.

lim sup
™0QeQ,
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Les boules euclidiennes, les boules £,,, p > 1 appartiennent & Q, pour un choix de r qui peut dépendre
de la dimension d et de p. L’ensemble de tous les rectangles de R? n’est inclus dans aucun Q, avec r
fixé.

En dimension 1, si x est un point de Lebesgue de f, et K dénote le noyau rectangulaire,

1 z+h
fa) = Jim oz [ Sy = Jim (i« 1) (@), (12.1)

PROPOSITION 12.4 Soit f la densité d’une loi P sur R, si x est un point de Lebesgue, et si la suite
des largeurs de bande (hy,), vérifie lim, h, =0 et lim, nh,, = oo, alors

lim Epen [(fn(x) — f@)?| =o0.

n—oo

PREUVE. Le risque quadratique de fn(x) admet une décomposition biais/variance.
~ ~ ~ 2
Epor [(fu(@) = f@)?] = var (fu(@) + (B [fu(@)] = f(2)) .

La variance est traitée en notant que fn(a:) est une moyenne de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées comme K, (x — X),

var (fn(x)) = %var (Kp, (z— X)) .

La variable aléatoire K}, (x — X) est la multiplication par 1/(2h,,) d’'une Bernoulli de parametre F'(x +
hn) — F(z — hy), don

1 F(z+h,)— F(z—hy)
2nh,, 2h,,

var (fn(z)) - (1= F(z+hn) — F(z — hn)) .

Comme z est supposé étre un point de Lebesgue, si lim,, h,, = 0,

var (ﬁ(x)) ~ ;ézi quand n — oo

Si de plus lim,, nh,, = oo, la variance tend vers 0.
Comme Ef,(z) = Ky, * f(x), le biais s’écrit

F(z+hy) — F(z — hy)

E [fu(@)] = f(@) = Kn, + (@) ~ f(@) = o - (@)

qui tend vers 0 lorsque x est un point de Lebesgue et lim,, h, = 0. O
La méthode des fenétres glissantes est universellement consistante.

THEOREME 12.5 Soit f la densité d’une loi P sur R, si la suite des largeurs de bande (h,,), vérifie
lim, A, = 0 et lim, nh,, = co, alors

hm ]Ep®n |:/
n— 00 R

~

fulx) — f(x)‘ dx] =0.

PREUVE.

fuo) - 1) ds] = 2mpen | [ (10~ @) 0o

Epen [ /]R

/



En tout =z,

Comme

Epor | (10~ Fuw)) | < wam (7@ - F)’].

en tout point de Lebesgue et donc presque partout,

lim Epon [(f(:v) - fn(x)u ~0.

Le théoréme s’ensuit par convergence dominée. O

REMARQUE 12.6 Ce résultat de consistance universelle doit étre tempéré. La décroissance du risque peut étre
arbitrairement lente. La preuve souligne le fait que nous ne maitrisons absolument pas la décroissance du biais.
La maniére dont celui-ci tend vers 0 dépend de la densité & estimer (qui est inconnue) et du choix des largeurs
de bande. Le choix des largeurs de bande pour optimiser le compromis biais/variance reste un probléme difficile.

12.5 NOYAUX ET OUTILS
Définition
La méthode des fenétres glissantes est un exemple de la méthode des noyaux de Parzen et Rosenblatt.

Dans la suite K est une fonction intégrable, pas toujours une densité de probabilité. Elle n’est pas
nécessairement positive. La forme générale de 'estimateur a noyau est la suivante.

DEFINITION 12.7 (ESTIMATEUR A NOYAU) Soit K une fonction intégrable, h > 0 une largeur de bande,
Pestimateur a noyau défini par K et h est

fn(a:):n;hl(( - )n;Kh(:cXi).

Outre le noyau rectangulaire qui sous-tend la méthode des fenétres glissantes, on peut citer quelques
noyaux fréquemment utilisés :

i) gaussien, K = ¢.
ii) Epanechnikov, K (z) = 3(1 — %)

iii) Silverman, K (z) = %e_"‘”/‘/isin (l\% + %) .

Convolution

Un estimateur a noyau est le résultat de la convolution de la mesure empirique avec le noyau. Nous
allons ici rappeler quelques propriétés de la convolution des mesures et des fonctions.

DEFINITION 12.8 (CONVOLUTION DE DEUX FONCTIONS) Si f et g sont deux fonctions intégrables, la
convolution de f et g, notée f x g est une fonction définie par

fga) = /]R f(& - y)g(y)dy = /]R F@)a(e — v)dy.

La fonction f * g est elle-méme intégrable.

THEOREME 12.9 (INEGALITE DE YOUNG Lp) Soit f,g deuzr fonctions intégrables, alors f * g est
intégrable et

1+ glly < If1l < llglly -
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PREUVE.

Hf*9||1

/.
/}R /R £z — ) x g(y)] dyda

/ / (@ — )| dz x [g(y)|dy
R JR

/ 11, % lo()ldy
R
171, % llgll, -

/ f(& - ) % gly)dy| de
R

IN

O

REMARQUE 12.10 Cette inégalité est un cas facile de 'inégalité de Young générale. Une version a peine plus
difficile affirme que pour p > 1,
I gllp < 1Ifllo > gl -

La convolution est une opération régularisante.

THEOREME 12.11 Si f est k fois dérivable et d support compact, et g € L1 alors g * f est k fois
dérivable.

Voir [[ll, Proposition 4.20].
Les arguments de convolution permettent d’établir le théoreme de densité suivant.

THEOREME 12.12 L’ensemble des fonctions infiniment différentiables a support compact est dense
dans L.

Voir [ll, Corollaire 4.23].
On peut convoluer un noyau et une loi de probabilité qui n’a pas nécessairement de densité (par
exemple avec une loi empirique).

DEFINITION 12.13 (CONVOLUTION D’UN NOYAU ET D’UNE LOI DE PROBABILITE) Soit F' la fonction
de répartition d’un loi de probabilité p sur R et K un noyau, alors

K % () == /R K(z - y)dF(y).

Si K est une densité, K * u est la densité de la loi de X +Y ou X, de densité K et Y, de loi u sont
indépendantes.
Si P, désigne la loi empirique P,(4) = %Z?:l Ix,ca, alors estimateur de densité défini par le

noyau K et la largeur de bande h s’écrit
Ful) = Py Kp ().
12.6 CONSISTANCE UNIVERSELLE DES METHODES DE NOYAU
Le résultat de consistance établi pour les fenétres glissantes n’est pas un accident lié au noyau

rectangulaire. Sous les mémes conditions sur les largeurs de bande, on obtient la consistance universelle
pour une large classe de noyaux.
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Un estimateur a noyau est en général biaisé. Pour tout x € R :

E 7o) = K« 1) = [ ox (52 st

Si K est une densité et que h est petit, K} * f(x) est une moyenne de f autour de z. Si f est assez
réguliere/lisse, on s’attend a ce que cette moyenne soit proche de f.

Le théoreme suivant nous dit que si la largeur de bande tend vers 0, sous des hypothéses minimales,
le biais intégré tend vers 0.

THEOREME 12.14 (LIMITES DE CONVOLUES) Si le noyau positif K € Ly avec [ |K(z)|dz =1 et
Ky(z) = +K(%), alors pour tout f € Ly,

li
h—0

m/ |f* Kp(z) — f(z)|dz=0.
R

Pour établir ce théoréme, nous partirons des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 12.15 i le noyau positif K € Ly avec [p |K(z)|de =1 et Ky(z) =
pour toute fonction g lipschizienne et a support borné

+K (%), alors

lim/ lg * Kp(z) — g(x)|dx = 0.
h—0 Jr

PROPOSITION 12.16 Les fonctions lipschiziennes et a support borné sont denses dans L.

La proposition t un corollaire du théoreme .

PREUVE. (Proposition ) Dans la suite g est C-lipschtzienne & support compact inclus dans [— M, M].
On définit une noyau tronqué Lj par

Ly, = Ky x H:[77“h,rh]

pour r € R que I'on pourra régler selon nos besoins.
Le biais peut se majorer par une somme

/ 19 % Kn() — g()| de
R

< /R g% (Kn — Ly (2)] da -+

(a)
/R ’g*%v) ~ g(x) /}R Lh<y>dy]dx+
(b)
/]R ‘gm /R<Kh<y> - Lh(y))dy‘ dz .

(e)
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D’apres 'inégalité de Young,
(@) < lgly > 1K = Lally ,

alors que
© < [ 1ol [ K@) - Luw)lduda
< [ lote |dxx/|f<h (v)|dy
= llglly x |1 Kn = Lall; -
Comme

IKn—Lill, < /R K (@) [Ty, d (@)

(a) + (¢) < 2|lgll, x /}R K (2)| Loy d(a).

Le membre droit peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant r assez grand.
Pour majorer (b), nous allons utiliser le fait que g est & support compact et que le noyau Lj, est
aussi a support compact.

(b)

[ (gt - (x))Lh<y>d<y>] da

JV[+Th

< / / (ol — ) - o(x) A La(u)d(y)
M+4rh

< / /  ClaldriLy)ldw)

< oM 4 rh)Crh / IL(y)/d(y)

<

2(M +rh)C’rh/ | K (y)|d(y) .
R
En combinant les majorations de (a), (b) et (c),
timsup [ g+ k(o) — ga)lde < 2ol x [ K@) Tapsrda).
h—0 JR R
En faisant tendre r vers oo, on conclut

1imsup/ lg * Kp(x) — g(x)|dx = 0.
h—0 R

O

L’étude de 'approximation des fonctions intégrables devient alors facile.
PREUVE. (Théoréme ) Dans la preuve f est intégrable, et g est Lipschtzienne a support compact.

* K d * K d * K d dz .
/R|f W) — ()Ix</\fg h|w+/|gh \x+/|g o)l dz

(a) (b) (e)
L’inégalité de Young nous permet de majorer (a) :
(@) < If =gl x [|Knllx

et donc (a) + (¢) par (1 +[|K|l1)]lg = fll1-
Si maintenant on suppose g lipschtzienne a support borné, on peut déduire de la proposmon
que

hmsup/ |f o Kn(z) — f(2)[de < (L4 [[K]l1)]lg = fll-
h—0JR

Comme 'ensemble des fonctions lipschtziennes a support borné est dense dans Li, on peut rendre le
membre droit arbitrairement proche de 0. 0
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REMARQUE 12.17 Dans le cas du noyau rectangulaire, il n’était pas nécessaire de procéder a une troncature.

Comme dans la plupart des cas, lorsqu’on étudie des méthodes de noyau, I'analyse du biais est la
partie délicate.

Pour établir la consistance universelle de I’estimation par noyaux, nous aurons besoin du résultat
suivant qui étend la limite () au cas de noyaux plus généraux.

DEFINITION 12.18 Si K est un noyau positif, intégrable, vérifiant [ K (z)dz = 1, la famille (K)n>0

est dite approximation de l'identité s’il existe A > 0 tel que

h
Kp(x) < Ah™1 et Ky (x) SA? Yh >0,z € R,

Notons que les deux derniéres hypotheses impliquent I'intégrabilité.
Un noyau positif, borné, normé, a support compact définit une approximation de I'identité.

THEOREME 12.19 Si K est un noyau positif, intégrable, normé, et (Kp)p>o définit une approwi-
mation de identité alors pour f € L1(R), pour tout x point de Lebesgue de f

limn (f = £0,) () = f(z).

THEOREME 12.20 (CONSISTANCE UNIVERSELLE POUR LE RISQUE Li) Si le noyau K € Ly est un
noyau positif, intégrable, normé, qui définit une approximation de lidentité et k := f]R K?(z)dx <

00, st h, = 0 et nh, — 00, alors pour toute densité [ sur R, en définissant j?n =P, x K},

lim E {/
n— o0 IR,

n’

Ful) — f(:c)’dx] ~0.

L’argument reprend I'analyse déja effectuée a propos de la méthode des fenétres glissantes.

PREUVE.
B[ [fio) - ) a]

< =),
= IE]|:/R

Le théoreme garantit que le second terme tend vers 0 quand h,, — 0.
Nous allons maintenant nous attacher a prouver que le premier terme tend vers 0 quand nh,, — oo
et h, — 0.

Faw) = £ K, (0] da] + 8| [ 1760) = £ ¢ K (@) 0

o) = £ By @) de| 4 [ 170) = £ B (@) o
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=

Ful) £ K, @) dx}

2/RIEJ {(f*Khn(x) _ fn(x)>+] dz
2
R

/ min (IE [(f o K, (2) - fn(x))J I, (@) da
2/]Rmin <\/IE [(f*Khn(x) —ﬁ(m))Q},f*Khn(mO dz
= 2/]Rmin< var (fn(x)),f*Khn(x)> dz
< 2/Rm1n< V&f(;(%)),f((t)) dx+2/1R|f(m) — f*x Ky, (2)|de.

Le dernier terme tend vers 0 quand h,, tend vers 0.
Pour étudier le premier terme, comme l'intégrande est dominé par la fonction intégrable f, il suffit
de vérifier que l'intégrande converge simplement vers 0.

IN

IN

1 / K, (y — 2)2f(y)dy

< o [ KL w-arw.

Comme k = f]R K?(y)dy, K?/k est normalisé, et on peut lui appliquer le théoréme

IN

var (ﬁl (x))

lim f/ Kh y—x)f(y)dy = f(x).

hn\O0 K

et méme )
li = | K? (y— dy — dz=0.
Jm [ [ K =)y - f)|ds

Si nh, /0o, on a donc tout point de Lebesgue z, lim,, var(fn(x)) = 0. Ce qui suffit pour conclure.
O

12.7 VITESSE DE CONVERGENCE

Le résultat de consistance universelle n’est malheureusement pas accompagné d’'une garantie d’uni-
formité.

THEOREME 12.21 (BORNE INFERIEURE SUR LE RISQUE MINIMAX) Il n'eziste pas de vitesse de
convergence uniforme pour l’estimation de densité sur R. Pour tout noyau K,

su 1anE]{/ | K}, * Py (z) — f(z)|dz| =2

FAlflli= 1 f>0h>0

Voir [2] et [3].

Pour offrir des garanties uniformes sur le risque, il faut se concentrer sur des densités assez régulieres
et éventuellement a support compact.

Dans la suite,

fr(@) = sup{f(y) : [z —y| <1} .

Les densités qui nous intéresseront appartiendront a ’ensemble W'.

154



DEFINITION 12.22 (CLASSE DE DENSITE W)

W= {f : f, f' absolument continues et /|f”| < ooet /\/f* < oo}

REMARQUE 12.23 L’hypothése d’absolue continuité de f’ exclut la densité de la loi uniforme sur un intervalle.

On note s(f) la longueur minimale d’un intervalle contenant le support de la densité f. Soit I un
intervalle contenant le support de f, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ayﬂmmswﬁ

et donc
[ V@i < VA,
Si on note c¢(f fR | f”(x)|dz, pour ¢ > 0, on définit W, C W par

Wee={f:feW, s(f)>xc(f)<c}.

Deux parameétres importants permettent de quantifier les performances d’un noyau.

sd(K) ::/]szK(x)dx R(K) ::/RK(sc)de

THEOREME 12.24 Soit K un noyau symétrique, borné d support inclus dans [—1,1] tel que

fil K(y)dy = 1 avec sd(K) < oo et R(K) < oo. Il existe une constante k(K) (dépendant de
K), telle que pour toute densité f € W., pour n assez grand, il existe une largeur de bande h,, > 0

vérifiant s
U ‘f ’dx] (K)#.

On peut choisir k(K) < 2(4sd(K)R(K)?)/>.

Dans la preuve du théoreme , nous utiliserons la notion suivante. Le noyau associé permet de
décrire le biais de 'estimateur a noyau a ’aide de la dérivée seconde de la densité a estimer.

DEFINITION 12.25 (NOYAU ASSOCTE) Etant donné un noyau intégrable K, le noyau L associé¢ a K est
défini par

L) = {fo W—DE@)dy powrz >0
L(-2) pour = < 0.

EXEMPLE 12.26 Pour le noyau rectangulaire $I_1 1), le noyau associé est § (1 — |m|)i

PROPOSITION 12.27 Si K est un noyau intégrable et L son noyau associé, alors

i) L est pair (symétm'que)
i) [g L(@)dz = [;° 22K (x)dx ;
iii) Si K est pair, [ L(z)dz = § [ 2° K (z)dz
iv) Si K est pair, [ |L(z)|dx < 3 [ 2®|K(z)|dx ;
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PREUVE. La parité est inscrite dans la définition.

On a
/IPL L(z)dz

2/ / Iyso(y — ) K (y)dyde parité de L
o Jo

0oy

/ / 2(y — x)daK (y)dy Fubini
o Jo
v

/0 K(y)dy.

Si K est pair,
o 1
[ k=5 [ #Eway.
0 R

ce qui établit la troisieme assertion.
Si K est pair, en invoquant encore la parité de L, puis le théoreme de Fubini,

[ 1E@)a
= ‘ | 1t x)K(y)dy‘ da

<2 [ [ ety - oK) dyis
o Jo
oo ry
= [ [ T2 - sasixiwlay
o Jo
S AL
0
1 2
= 5 | vIK@)ldy.
R
Ceci établit la quatrieme assertion. O

PREUVE. (Théoréme )

CONTROLE DU BIAIS

En combinant I’hypothése de régularité sur la densité f (deux fois différentiable) et ’hypothese de
parité du noyau, on peut obtenir des majorations de [p |f(x) — Kp * f(x)|dz.

Le noyau associé a K}, est noté (L)}, il est 1lié & Ly, par la relation suivante :

(L), = h*Ly, .

En effet, pour z > 0

I
>
[\v]
X
>
T
8
—
NS
|
K
\
>
=
<
S—
=%
NS

= h2le<£)

= R:Ly(x).

K f(a) = flx) =
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Comme f et f’ sont supposées absolument continues, pour presque tout couple (z,y),

Tty

fa+y) - f2) = yf (2) + / (& +y — v) f"(v)dv

Ponctuellement, 1’écart entre Kj * f et f s’exprime & I’aide de la convoluée de f” et du noyau associé Ly,.
Rappelons que le noyau K est supposé symétrique (ce qui entraine [ yK(y)dy = 0).

Kp* f(x) — f(x)
Tty
-/ / (@ +y = ) (K )dy

= / / (z+y—v)f"(v)Kn(y dydv—/ / (z +y —v)f"(v)Kn(y)dydv
= / (v / (x+y—v)Kn(y )dydv—/ [ (v /_OO (z +y — v)Kp(y)dydv

_ / F)(L)n(o — 2)dv + /m F@)(L)n(v — 2)dv
/ (v (x —v)dv

R2f" % Ly(x) .

En intégrant et en invoquant 'inégalité de Young et la proposition , on obtient une majoration du
biais qui fait intervenir largeur de bande, régularité de la densité, et moments du noyau K :

[ 1K @) = @lde < [ 175 L) ds
R R

w [ 1771aex [ (L) s
/|f”\dx></ |K(z)|dx

— 7xc(f)xsd()

IN

IN

CONTROLE DES FLUCTUATIONS.

En chaque z, f,(z) — f x Kp(x) s’écrit comme une moyenne de variables aléatoires indépendantes
centrées.

En invoquant d’abord 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E[|fu@) - f+Ku(@)|] < (Vaf (K== X)) )1/2
(Eww%xmym
« f(x 1/2
- (W)

avec K2 (z) = + K2 (£).
Des hypotheses de support borné pour f et K, on déduit que le support de K}, % f est inclus dans
un intervalle J de longueur au plus s(f) + 2h. On peut mettre a profit I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

K2+ f(z)\ " B 1 (K2 f(z)\"?
J () e = v [ (B5) e
K? * f(x) 12
X (/J 7’1”}1 dx)

IN
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En revenant a notre objectif initial,

EUR fn(as)—f*Kh(:c)‘dx} - /]RIEJ[
(50"

R n
W1IAK%*f(x)dx

2h
VULEEL il < 11

fn(x) — f* Kh(a:)H dx

IN

Vs(f)+2h

~————/R(K).
=V (K)

En combinant la majoration du biais et celle des fluctuations, on obtient :

EM )f(x)—fn(x)\dx} < Wmﬁdmwm

On impose 2h < s(f). On peut optimiser ”%)«/R(K) + h;c(f) x sd(K) en h. On se contente

d’équilibrer les deux termes en choisissant

([ 8s(HR(K) \"°
h= (nc(f)2 sd(K)2)

Pour n assez grand, la contrainte 2h < s(f) est respectée. On obtient
/5

RTE (4R(K)?sd(K))'/5.

n2/5

v [/ ) = Futo) dx} < o UPAIE (e agacy 2 < 2

O

REMARQUE 12.28 Comme la borne de risque final ne mentionne que la constante ¢ qui définit la classe W, on
peut se demander s’il n’est pas possible de définir une largeur de bande qui conviendrait a toutes les densités
de la classe W, simultanément. Si c’est possible, notre analyse ne le dit pas. La connaissance de s(f) et de ¢(f)
semble nécessaire au bon équilibrage du biais et de la variance.

Le théoreme contient plusieurs messages.

i) Si on fait des hypothéses de régularité sur la densité & estimer, on peut choisir un noyau et une
largeur de bande qui permettent une majoration quantitative du risque.

ii) Pour coller a la régularité de la fonction a estimer, il semble utile de bien choisir le noyau. Pour
tirer parti de régularités d’ordre s (f s — 1 fois dérivables, et dérivée d’ordre s — 1 absolument
continue), il faudrait utiliser un noyau d’ordre s, c’est & dire un noyau vérifiant [ zPK(z)dz =0
pour tout entier 1 < p <'s, et tel que [ |z|*|K(z)|dz < oo.

iii) Pour optimiser la largeur de bande, il faut connaitre des quantités qui dépendent de la densité a
estimer, ou au moins disposer de majorants de ces quantités.

iv) La quantité f,, n’est pas un estimateur. Le choix de h,, dépend de s(f) et de ¢(f) et pas seulement
de c. 11 dépend donc de parametres de la fonction f qui ne sont pas connus du statisticiens. Le
probléeme de l'ajustement de la taille de la fenétre est un probléme tres délicat d’équilibre entre
biais et variance.

Il y a donc un (assez) long chemin & parcourir pour transformer un résultat comme le théoréme
en une méthode pratique et utile pour I'estimation de densité.

La sélection de largeur de bande, de noyau, l'usage d’autres méthodes d’estimation (par ondelettes,
splines, etc) font encore 'objet d’une recherche intense.

On peut se faire une idée de la tdche concrete représentée par I'estimation de densité, et examinant
les graphiques produits sur les données faithful (durées d’éruption du geyser faithful dans le parc de
Yellowstone). La méthode de sélection de largeur de bande utilisée avec deux noyaux différents conduits
a des estimées sensiblement différentes.
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Fi1G. 12.1 : Estimation de densité sur les données faithful a l'aide de noyaux d’Epanechnikov en
sélectionnant la largeur de bande avec la méthode de Sheather-Jones

data (faithful, package = ”datasets”)
geyser <— faithful

gplot (x=(density (x=geyser$eruptions,kernel="epanechnikov” ,bw="SJ” jadjust=.66))3$x,
y=(density (x=geyser$eruptions , kernel="epanechnikov” ,bw="SJ"  adjust=.66))8y,
geom="1line”)+
geom_histogram(data=geyser ,mapping=aes (x=eruptions,y=..density..),

colour="black” ,fill="white” ,binwidth=.1,alpha=.6) +
xlab(”eruptions”) + ylab(”density”)
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Fi1G. 12.2 : Estimation de densité sur les données faithful a ’aide de noyaux rectangulaires en sélec-
tionnant la largeur de bande avec la méthode de Sheather-Jones

12.8 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

Le théoreme de densité de Lebesgue et une multitude de résultats reliés, en particulier, le théoréme
sont introduits dans le chapitre 3 de 'ouvrage [B]

Le point de vue L; sur l'estimation de densité a été popularisé par [E] Une présentation concise se
trouve dans [3].

BREZIS [[l] présente les propriétés essentielles de la convolution (et beaucoup d’autres choses).
SILVERMAN [{] décrit la pratique de l’estimation de densité.
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OUTILS MATRICIELS

Dans cet appendice, on s’intéresse a des matrices & coefficients réels. On note M, ;, 'ensemble des
matrices a n lignes et p colonnes.

A.1  FACTORISATION DE CHOLESKY

THEOREME A.1 (FACTORISATION DE CHOLESKY) Soit K une matrice € M, , symétrique, semi-
définie positive. Il existe une matrice de permutation P € M,, ,, et une matrice triangulaire infé-
rieure L € M,, ,, d coefficients diagonaux positifs telles que

PxKxP=LxL.

Si K est définie positive, on peut supposer que P est l'identité, la matrice L est unique.

Nous traiterons simplement du cas défini positif. Nous allons vérifier une identité matricielle, qui est
a la base de la factorisation de Cholesky.

PROPOSITION A.2 Soit une matrice symétrique définie positive de M, p,

ot A e My, 1 <k<n.
Alors le complément de Schur de A dans K, défini par :

W — BA~'B?

est défini positif.

PREUVE. [Proposition @]
Le premier point a vérifier est le caractere défini positif du complément de Schur de A dans K.
Supposons qu’elle ne le soit pas. Soit # un vecteur non nul tel que

@'(W—-BA™'B)# <0

alors

est un vecteur non-nul qui vérifie
0> 'K = @'(-BA'B! + W)

ce qui contredit 'hypothese de départ sur K. O
PREUVE.[Theorem |A.1]

Pour n = 1, I'existence d’une factorisation de Cholesky est triviale.

On peut ensuite raisonner par récurrence sur n. Supposons ’existence de la factorisation de Cholesky
pour les matrices symétriques définies positives de dimension inférieure ou égale a n.

Soit une matrice K une symétrique définie positive de M, 1 541 décomposée en blocs



ot A e My, 1<kE<n.

D’apres 'hypothése de récurrence et la proposition @, les deux sous-matrices A et W — BA~!B?
admettent chacun une décomposition de Cholesky A = L;L{, W — BA™!B! = L,L} ou Ly, Ly sont
triangulaires inférieures a coefficients diagonaux positifs.

La factorisation de Cholesky de K s’écrit alors :

REMARQUE A.3 Nous n’avons pas vérifié 'unicité de la décomposition de Cholesky.

La décomposition de Cholesky est facile a calculer. L’algorithme simple requiert un nombre d’opé-
rations élémentaires de I'ordre de n>.

Si A est une matrice symétrique définie positive, son facteur de Cholesky n’est pas au sens strict
une « racine carré » de A. Une racine carré devrait vérifier

A=AY2x AV2,

La factorisation abordée dans la section suivante nous offrira une racine carré pour les matrices définies
positives.

A.2 DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES ET DECOMPOSITION SPECTRALE

La factorisation suivante appelée décomposition en valeurs singuliéres (SVD) joue un rdle primordial,
en probabilités, statistiques, analyse numérique, étude des problemes inverses, ...

THEOREME A.4 (DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES) Si Z € M, , est de rang r <
min(n, p), alors il existe trois matrices U € M,, ,,D € M,, ,, V € M, , telles que

Z=UxDxV!

D est n x p, diagonale, positive, de rang r, U'U = I,, et V'V = I,,.
Les coefficients diagonaux de D sont décroissants

- Les coefficients diagonaux de D sont les valeurs singuliéres de Z;
- Les colonnes de U définissent les vecteurs singuliers a droite de Z;
- Les colonnes de V définissent les vecteurs singuliers a gauche de Z.

La norme d’opérateur || - ||op sur M, , est définie par
|A]lop = sup {utAv cu e R v e RP|ull <1, lv]| < 1} .

PREUVE. On note 01 := ||Z||op. En dimension finie, les boules unité sont compactes, il existe donc
u € R" et v € RP de normes 1, tels que o1 = u'Zv. Soit A € M,, ,—1, B € M,, ,_1 des matrices telles
que [ u ‘ A ] et [ v ‘ B ] soient orthognales de dimensions n X n et p X p

On décompose les matrices en blocs :

{Z}xeMB}[“l 77777 Lo ] =Y.

En effet A'Z 7 =0, car Z 7 est colinéaire avec U et les colonnes de A sont orthogonales & .
On vérifie de plus que w = 0, car la multiplication par une matrice orthogonale ne change pas la
norme d’opérateur : [|[Y|lop = [|Z|lop = o1. Aussi,

-
w o? +wtw
Ylop > > 1 =,/o? +wtw.
” H P H{Jl]H U%—i-wtw 1

w
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Pour avoir o1 > [[Y||op, il est nécessaire que w = 0. La matrice A'ZB (de rang r — 1) satisfait donc
Ihypothese de récurrence (max(n — 1,p — 1) < m).

1 existe des matrices orthogonales U’ et V' telles que U A'ZBV’ soit égal & une matrice diagonale
non-négative D’ & r — 1 coefficients non nuls.

1 0 ut . 1 O op 0
[0 U/t:|X|:At:|XZX[’U B]X{O V’}_[O D’]

1 0 ut 5 1 0
|:0 U,t:| * |:At:| “ I:IU B] . [0 V/:|
sont orthogonales de dimensions n X n et p X p. O
La décomposition décrite dans 1’énoncé du théoreme @ est la SVD compléte. Si le rangr de la
matrice Z est inférieur & max(n,p) (par exemple lorsque n # p), la matrice D n’est pas inversible, ni

méme symétrique. On peut simplifier la SVD et obtenir la SVD fine en notant U,.; D,. et V,. les matrices
obtenues a partir de U, D,V en ne conservant que les r premieres colonnes. On note alors que

Les matrices

- Les colonnes de U, engendrent I'image de Z;
- Le noyau/nullspace de Z est orthogonal au sous-espace engendré par les colonnes V.

On a toujours
Z=U,xD, x VL.

La décomposition spectrale des matrices symmetriques est liée a la SVD.

THEOREME A.5 (DECOMPOSITION SPECTRALE) Pour toute matrice symétrique K € R4, il
existe une base orthogonale e1, ez, ..., e, of RP et une suite décroissante de réels \y > Ao > ... > Xy
tels que

P
K= Z )\jejejt .
j=1
En notation matricielle,
K=UxDxU!

ot U est la matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres (e;)i<p et D est la
matrice diagonale définie par Ay > ... > \,.

REMARQUE A.6 Les \; sont appelées valeurs propres de K, les e; sont appelés vecteurs propres. Le sous-espace
engendré par les vecteurs propres associés a des valeurs propres identiques est appelé un sous-espace propre. La
suite des valeurs propres est appelés le spectre de la matrice. K est symétrique non négative (resp. positive) ssi
ses valeurs propres sont non-negatives (resp. positives) Pour une matrice symétrique, les valeurs propres et les
sous-espaces propres sont définis de maniére unique.

Pour une matrice symétrique K, KK! = K!*K. Eventuellement au signe prés, les vecteurs singuliers
a gauche peuvent étre choisis comme vecteurs singuliers a droite, et les valeurs singulieres sont les
valeurs absolues des valeurs propres.

A.3 MEILLEURE APPROXIMATION DE RANG DONNE PAR RAPPORT AUX NORMES DE
HILBERT-SCHMIDT ET D’OPERATEUR

La svD permet de calculer des bonnes approximations d’une matrice en plusieurs sens. C’est ce qui
explique le role de la SVD en statistique en grande dimension. Lorsqu’il est utile de réduire la dimension,
la svD fournit un guide. Ce guide est mis a profit dans des méthodes comme ’analyse en composantes
principales (ACP).

L’espace M, , est un espace vectoriel de dimension n X p. Il est muni d’un produit scalaire

(A, B)ug = Trace (A x B")
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(HS renvoie & Hilbert-Schmidt). On fabrique une base orthonormée de cet espace & I’aide de bases de
R™ et RP.

PROPOSITION A.7 Soit uy,...,u, €t v1,...,v, deuxr bases orthonormées de R™ et RP, alors

(Uw;)ign,jgp forment une base orthonormée de M, .

PREUVE.

<uiv§,ukv§>Hs = Trace (uivﬁwu};)
= (vj,ve) Trace (u;uf,)

= (vj,v0) X (u;, u)

Chaque svD complete nous fournit donc une base orthonormée de M,, ,,.

COROLLAIRE A.8 Les vecteurs singuliers gauche et droit dans la SVD compléete d’une matrice n X p
forment une base orthonormée de M, ,, doté de la norme Hilbert-Schmidt.

Soit k < r et
Zy = Zaiuivf = Ui X D x Vi,
i<k
ou Uy, V. sont formées par les k premieres colonnes de U, V, alors que Dy, est formée des k premieres
lignes et colonnes de D.

THEOREME A.9 La meilleure approximation de rang k de Z au sens de la norme de Hilbert-Schmidt

est 74y, et
p
2
1Z = Zellgs = Y oF-
j=k+1

Le résultat suivant est (un peu) plus surprenant.

THEOREME A.10 (ECKHART-YOUNG) La meilleure approzimation de rang k de Z au sens de la
norme d’opérateur de Z est Zy, et
||Z - ZkHop = Ok+1 -

PREUVE.|Théoréme @]
Supposons n > p. A partir de la SVvD compléte de Z,

P
Z:E aiuivf avec 012> ...20p > 0pp1 =...=0p=0.
=1
i — ..t S
Soit W = 3", i<, Hi,juivj, alors
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p n p
1Z = Wllhs =D (07 = pii)® + DY Ligjui?,

i=1 i=1 j=1

Tout minimisant devrait satisfaire y; ; = 0 pour ¢ # j. La matrice >, i iugvl est de rang k ssi
exactement k coeflicients p;; sont non nuls. La distance est minimisée en choisissant p;; = o; pour
i<ketp,;=0pourk+1<i<p. O
PREUVE.[Théoréme m} La svD de Z — Zj, est

U x diag x V.

Op

La norme d’opérateur de la différence est égale a o1
Now, let W be of rank k. ker(W) has dimension p — k, is intersects the linear span of the first £+ 1
columns of V. Let y be a unit vector in this intersection. By definition Wy = 0.

k+1

1Zyl|*> =" of (vi,4:)* > 07y,
=1

which proves that ||Z — W||2 > op41. O

A.4 PSEUDO-INVERSE

Dans I’étude de la régression multiple (qui étend ’étude des modeles linéaires gaussiens du chapitre
E), on s’intéresse a la minimisation de
2
|y — Azl

lorsque I'inconnu x € R? alors que y € R™ et A € M, ;. Dans le chapitre E, nous avons supposé que
n > p, et que A est de rang p. Ceci garantit 'unicité du minimisant. On dispose alors d’une forme
explicite pour ce minimisant. On peut s’intéresser aux moindre carrés ordinaires sans supposer que A
est de plein rang. Le probleme de minimisation n’a plus de solution unique. On peut provilégier le
minimisant dont la norme euclidienne est minimale. Cette solution se détermine a ’aide de la SVD fine.
Elle met en avant une construction appelée pseudo-inverse.

DEFINITION A.11 (PSEUDO-INVERSE) Soit A une matrice de M,, ,,, sa pseudo-inverse de Moore-Penrose
est une matrice At de M, ,, qui vérifie :

i) Ax AT x A=A;

i) AT X AXx AT =AT;
iii) (Ax AT)P=A x AT}
iv) (AT xA)=AT xA.

THEOREME A.12 Soit A une matrice de M,, ,, sa pseudo-inverse de Moore-Penrose existe et est
unique.

PREUVE. L’existence se déduit de la décomposition en valeurs singulieres fine. Soit
A=UxDxV!

avec U € M,, ,, D € M,., diagonale, strictement positive, et V.€ M, ., U x U =1d, et VI xV =1d,..
La matrice
At =V xD ! xU!

165



vérifie les propriétés de la pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Pour vérifier I'unicité, notons que les quatre conditions de la définiton impliquent que pour toute
pseudo-inverse B, AB est la projection orthogonale sur I’espace engendré par les colonnes de A, et BA
est la projection orthogonale sur ’espace engendré par les colonnes de B. O

La pseudo-inverse de Moore-Penrose coincide avec 'inverse lorsque la matrice A est inversible. Dans
le cas ot A n’est pas inversible, la pseudo-inverse vérifie une partie des identités vérifiées par 'inverse
classique.

PROPOSITION A.13

AH)" = A

(A")* (A*)"

(AT = %A*
(AxB)T = BT xAT.

La pseudoinverse est intimement liée aux problémes de moindre carrés.

PROPOSITION A.14 Pour tout y € R"™, la solution de norme euclidienne minimale de
argmin ||y — X0||* est donnée par Xty.

PREUVE. Comme XX+ représente la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par les colonnes
de X, § = Xy minimise ||y — X6||>. Il reste & vérifier qu'il s’agit de la solution de norme euclidienne
minimale. Si la SVD fine de X est U x D X V, tout minimisant de I’écart quadratique se décompose en
6 + n ou n est orthogonal au sous-espace engendré par les colonnes de V (# appartient au sous-espace
engendré par les colonnes de V et on le suppose non-nul). La norme euclidienne de 0+ 7 est minimisée
en choisissant n = 0. O

REMARQUE A.15 Si X! x X est inversible alors
(X'X) 7' X! =Xt
On retrouve les résultats du Chapitre E

A.5 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

L’ouvrage R. HORN et C. JOHNSON. Matrix analysis. Cambridge University Press, 1990, fournit une
présentation tres accessible de ’analyse matricielle.

Le livre R. BHATIA. Matrix analysis. Springer-Verlag, 1997, contient une multitude de résultats
pointus tres utiles pour aborder les matrices aléatoires.

Le livre de G. H. GOLUB et C. F. VAN LoAN. Matrix computations. Third. Johns Hopkins Studies
in the Mathematical Sciences. Johns Hopkins University Press, Baltimore, MD, 1996, p. xxx+698,
propose un lien assez systématique avec 'algorithmique. Le chapitre 8 décrit les algorithmes de calculs
des valeurs propres.

L. ELDEN. Matrix methods in data mining and pattern recognition. T. 4. Fundamentals of
Algorithms. Society for Industrial et Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 2007, p. x+224.
ISBN : 978-0-898716-26-9. MR : 2314399 décrit la régression selon les composantes principales (principal
component regression) pour traiter les problémes de moindre carrés lorsque le design n’est pas de plein
rang ou est mal conditionné.
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CONDITIONNEMENT

B.1 ESPERANCE CONDITIONNELLE
Conditionnement en statistique
Conditionnement par rapport a un événement

Dans le domaine du conditionnement, la notion la plus élémentaire est celle de probabilité condi-
tionnelle par rapport a un événement de probabilité strictetment positive.

DEFINITION B.1 Soit P une probabilité sur (2, F). Soit A € F un événement tel que P{A} # 0. Soit
B un autre événement (B € F), n appelle probabilité de B sachant A la quantité :

P{AN B}

P{BIA} = 5

EXEMPLE B.2 Si X est une variable aléatoire Gaussienne standard sur (Q, F), et A 'événement {w : X (w) > t}
pour ¢ > 0, on peut conditionner par A et définir pour P{B | A} pour B = {w : | X (w)| > 2t}. On aura

P{X > 2t}

PIBIAY= 550

On peut vérifier la proposition suivante et réexaminant la définition de ce qu’est une loi de proba-
bilités.

PROPOSITION B.3 Soit P une probabilité sur (2, F). Soit A € F) tel que P{A} # 0, alors la
probabilité sachant P{-| A} définit une probabilité sur (Q, F).

On peut étudier la loi des variables aléatoires sur (€, F) sous la loi P{- | A}. On peut en particulier
calculer I'espérance d’une variable aléatoire X sous la loi sachant A :

E[l4 X]

EP{|A}X = W .

Cette espérance est souvent notée E[X | A], nous essaierons d’éviter cette notation.

EXEMPLE B.4 Dans la situation gaussienne décrite plus haut, on peut étudier la loi de X2 sachant A = {w :
X (w) > t}. Pour t > 1, on peut écrire

ftoo x2¢(m)d:r

2
]EP{'|XZt}X = W
t
2

< 1.
St

ou la majoration est obtenue en utilisant plusieurs fois l'intégration par parties.
On observe que la loi de X sachant A n’est pas gaussienne, et que sous A, X tend a etre proche de ¢, surtout
lorsque t est grand.

La probabilité sachant A permet d’étudier 'indépendance d’un événement par rapport a A.

PROPOSITION B.5 Si A et B € F vérifient P{A} > 0, alors A et B sont indépendants relativement
a la probabilité P si et seulement si

P{B| A} = P{B).
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FORMULE DE BAYES La formule de Bayes est aussi appelée « formule de probabilités des causes ».
C’est une expression dont il faut se méfier. La causalité est affaire trop sérieuse pour etre enfermée dans
une formule calculatoire.

PROPOSITION B.6 [FORMULE DE BAYES] Soit P une probabilité sur (Q,F), soit (A;)iczcn une
famille d’événements deux d deux disjoints, de probabilité non nulle telle que U;ezA; = Q (les A;
forment un systéme complet d’événements), soit B un événement de probabilité non nulle, alors
pour tout 1 € L

P{A;} x P{B | A}

Yjer P{A;} x P{B| A}

P{A; | B} =

PREUVE. Par définition, P{A; | B} = P{A; N B}/P{B} = P{A;} x P{B | A;}/P{B}. Par ailleurs

P{BN (UjezA))} = P{Ujez(BNA;)} =Y P{BNA;} =) P{A;} x P{B| A;}.
JET JET

O

REMARQUE B.7 Dans la proposition précédente, on appelle P{A;} la probabilité a priori de A; et P{A; | B}
la probabilité a posteriori.

Espérances conditionnelles par rapport a une tribu discréte

La notion d’espérance conditionnelle par rapport a une tribu discrete peut étre introduite a partir
de la notion élémentaire de probabilité sachant un événemement (de probabilité non nulle).

DEFINITION B.8 Soit  un univers discret et F une tribu d’événements sur et P une probabilité sur
(Q,F), soit (Aj)iezcn une famille d’événements deux & deux disjoints, de probabilité non nulle telle
que U; A; = . On appelle G la tribu engendrée par la collection (A;);cz.

Soit X une variable aléatoire de (€, F) vers (X, H), on appelle ESPERANCE CONDITIONNELLE DE X
SACHANT G la variable aléatoire

E[X | g] = Z]EP{,\A”[X] X 1y,.
€T

REMARQUE B.9 Les quantités Ep |, ,[X] sont des nombres alors que E[X | G] est une fonction sur €. Il vaut
mieux éviter de confondre ces objets de nature différente. Nous évitons la notation E[X | A;] parce qu’elle
peut préter a confusion : s’agit-il de Ep, ,[X] ou de E[X [ 0(A;)] ott 0(A;) est la tribu engendrée par A; :
{4y, 45,0, 0}.

PROPOSITION B.10 Soit P une probabilité sur (2, F), soit (A;)iczcn une famille d’événements
deuz d deux disjoints, de probabilité non nulle telle que U;ez A; = Q. On note G = 0((Ai)i€1> la

tribu engendrée par la collection (A;)iez-

La variable aléatoire X est supposée P intégrable.

L’espérance conditionnelle E[X | G] est une variable aléatoire G-mesurable, telle que pour toute
variable aléatoire Y, elle aussi G-mesurable

E[YX]=E[YE[X | G].

PREUVE. Il faut vérifier deux choses :

i) E[X | G] vérifie bien la propriété ()
ii) si Z vérifie (B.10), alors Z =E[X | g].
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Vérification de i.)

SiY est G-mesurable Y = >"._~\;14, pour une suite de réels (\;);ez . Alors

€T
[14.X
E[YE[X |G]] = E (Zm&) ZIAJP{Z}}
i€L JET
E[14, X])
= E|> Ala,
i€L P{A }
14,
= Z)\iIE)[lA,X]]E[ Al Jingarité de I'espérance
_ T P{A;}
i€l
= Y ANE[14,X]
i€

linéarité de ’espérance

ENSE

= E[YX].

Vérification de ii.) Supposons que Z vérifie () Définissons Y par Y = 14,, pour un indice i € Z.
Comme Z est G-mesurable, il existe une suite de réels (Mj)jeI’ telle que Z = Zjel’ p;14;.Donc, en
utilisant I'incompatibilité deux a deux des A; : '

E[ZY] = E|Y pjlala| =pP{A}
JET
D’apres (B.1(), on a :
E[ZY] = E[XY] = E[X14,].

On a finalement pour tout ¢ € Z, u; = E[X14,]/P{A;}. Ce qui permet de conclure Z =E[X | G]. O
La prooposition suivante montre le role de ’espérance conditionnelle dans les problemes de prédic-
tion/approximation au sens de l'erreur quadratique.

PROPOSITION B.11 Soit Y une variable aléatoire de carré intégrable sur (0, F, P) et G une sous-
tribu discréte de F. L’espérance conditionnelle de Y par rapport a G minimise

E|(v-2)’]

parmi les variables aléatoires Z G-mesurables et de carré intégrable.

Rappelons qu’une une variable aléatoire G-mesurable est une fonction constante sur chaque partie
Ai,i el.
PREUVE. Si Y est une variable aléatoire sur (§2, F), et si on cherche & prédire au mieux Y & partir d’une
variable aléatoire G-mesurable, on cherche une suite de coefficients (b;);ez qui minimise :

(- on)| -2 [ (0 nna) |
- Ep [(Y - bi)QIAJ

i€l

=Y " P{A}Eppa [(Y - bzﬂ

i€
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On voit alors que pour chaque i, b; doit coincider avec I’espérance de Y sous P{- | 4;}. La meilleure
prédiction de Y, au sens de lerreur quadratique, parmi les fonctions G-mesurables est 1’espérance
conditionnelle de Y par rapport a G. O

Ce sont les propriétés dégagées par les propositions et qui serventt de définition a 1’espé-
rance conditionnelle par rapport a une sous-tribu quelconque.

Espérance conditionnelle par rapport a une tribu générale
Dans cette section et les suivantes, (2, F, P) est un espace probabilisé, et G une sous-tribu (quel-

conque) de F. Notre objectif est de définir une espérance conditionnelle par rapport a la sous-tribu G.
La définition générale de ’espérance conditionnelle par de la propriété décrite dans la proposition

DEFINITION B.12 (ESPERANCE CONDITIONNELLE.) Soient X € £1(Q,F, P) et G une sous-tribu de
F, alors une variable aléatoire Y est appelée version de I’espérance conditionnelle de X sachant G si et
seulement si

i) Y est G-mesurable.
ii) Pour tout événement B de G
Ep[IpX]|=Ep[IgY].

Sans préjuger de l'existence de versions de I'espérance conditionnelle de X, nous allons vérifier que
s’existe différentes versions, elles ne different que sur un ensemble négligeable.

PROPOSITION B.13 (EGALITE PRESQUE-SURE DES VERSIONS.) Soient X € £1(Q, F,P) et G une
sous-tribu de F, alors si Y’ et Y sont deux versions de l’espérance conditionnelle de X sachant G :

P{Y =Y'}=1.

PREUVE. Comme Y et Y’ sont G-mesurables, 1’événement
B={w : Y(w)>Y'(w)}
appartient aussi a G. Par ailleurs,

Ep[IgX] = Ep[IpY]
= Ep[IzY]].

Donc
Ep[Ig(Y -Y')]=0.

Comme la variable aléatoire Ig5(Y — Y’) est positive ou nulle, si son espérance est nulle, elle est nulle

presque partout. Donc
P{Y >Y'}=0.

En procédant de méme pour I’événement {Y < Y’}, on termine la preuve du théoréme. O
Sans préjuger de l’existence de versions de I'espérance conditionnelle de X, etablissons maintenant
quelques propriétés des versions de ’espérance conditionnelle lorsqu’il en existe.

PROPOSITION B.14 Soient X1, X2 € £1(Q2, F, P), G une sous-tribu de F, a1, a2 deuz réels alors si
Y1 Y5 et Z sont respectivement des versions de l’espérance conditionnelle de X1, X5 et de a1 X7 +

asXo sachant G, on a
P{a1Y1+a2Y2 :Z}: 1.
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PREUVE. Soit B I’événement de G défini par
{a1Y1 + a2Y2 > Z} .
On a immédiatement

E[lpZ] = E[lz(aiX) +a:Xs)]

— WEIpX1] + asE[IpXo]
aE[IgY1] + ax E[IpY3]
= E[Ig(a1Y1 + a2Ys)],

et donc
E[IB(Z — (CL1Y1 + CLQYQ))] =0.

On en conclut comme dans la preuve précédente que P{B} = 0.
On acheve la preuve en raisonnant de la méme fagon sur ’événement {a1Y] + a2Ys < Z}. O

PROPOSITION B.15 Soit X € £,(Q,F,P), G une sous-tribu de F. Si Z est une version de
lespérance conditionnelle de X sachant G et si X est positive P-p.s. alors

P{Z>0}=1.

La démonstration reproduit 'argument qui prouve 1'unicité presque stire des versions 1’espérance
conditionnelle.
PREUVE. Pour n € N, notons B,, I’événement (appartenant a G)

1
Bn{Ep[Xg] <}.
n
Etablir la Proposition, il suffit de vérifier

P{UnBy} = 0.

Comme P{U, B,} = lim, P{B,}, il suffit donc de vérifier P {B,,} = 0, pour tout n, P {B,} = 0. Pour
tout n, Ep [Ip, X]| > 0. Par ailleurs,

Ep[Ip,X] = Ep[p,Ep[X|J]
propriété ?? et B, € G
. _PiB)
n
< 0

avec égalité si et seulement si P{B,} = 0.

Donc P{B,} = 0 pour tout n. O
On obtient alors presque immédiatement :

COROLLAIRE B.16 Si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires de £4(2, F, P) qui vérifie
Xn+1 > Xy, P-p.s. alors une suite de versions de l’espérance conditionnelle est croissante P-p.s.

VneN, Ep[Xnpi1|F]>Ep[X,|F].

Si on dispose de sous-tribus emboitées, les espérances conditionnelles vérifient les propriétés sui-
vantes.
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PROPOSITION B.17 Si (2, F) est un espace, probabilisé, si G et H sont deuz sous-tribus de F qui
vérifient G C H, alors pour toute variable aléatoire X (sur (Q, F)), pour toute loi de probabilité sur
(QF) :

EE[X || H=E[E[X|#]|¢]= [E[X]|4d].

PROPOSITION B.18 Soit P une probabilité sur (2, F), et G une sous-tribu de F.

Soit X une variable aléatoire définie sur (2, F), de carré intégrable intégrable sous P. L’espérance
conditionnelle E[X | G] est une variable aléatoire G-mesurable, de carré integrable, ¢’est la projection
orthogonale de X sur l’espace des variables aléatoires G-mesurables de carré intégrable.

Si Z est G-mesurable, de carré intégrable, alors

E[(X - 2)?] = E[(X — B[X|G))?] + E[(Z - E[X|G))?] .

EXISTENCE DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE, LE POINT DE VUE PREDICTIF

DEFINITION B.19 Soit (€2, F) un espace probabilisé, X une variable aléatoire, P une probabilité sur
(Q, F) pour laquelle X est de carré intégrable et G une sous-tribu de F. La VARIANCE CONDITIONNELLE
de X sachant G est définie par

Varp [X | G] = Ep [(X - E[X | G)) | 6].

La proposition suivante est un Théoreme de Pythagore pour la variance.

PROPOSITION B.20 Soit (2, F) un espace probabilisé, X une variable aléatoire, P une probabilité
sur (Q, F) pour laquelle X est de carré intégrable et G une sous-tribu de F.

Varp[X] = Varp [Ep [X | G]] + Ep [Varp [X | G]].

PREUVE. Rappelons que Ep [Ep [X | G]] = Ep [X].
Supposons que G est engendrée par les atomes (4;);cz et que ces atomes sont tous de probabilité
non-nulle.

VaI'p [X] = Ep X IEP ]

_ EP[X Ep[X |G +Ep[X |G - E[X))’

= Ep|(X-Ep[X|G)’|
+2Ep (X —Ep [X | G]) (Ep [X | G] - E[X])]
+Ep [(Ep [X | 6] - E[X])]
invoquer deux fois la proposition
— Ep [Ep[(X-Ep[X|6)°|9]]
+2Ep [Ep (X —Ep [X | G]) | 6] (Ep [X | G] - E[X])]
+ Varp [Ep [X | G]]
le second terme est nul

= EP [Varp [X | QH -l—Varp [Ep [X | g” .

172



U
Dans tout le texte, on parle d’un espace probabilisé (2, F, P). On note £2(Q2, F, P) ensemble des
variables aléatoires de carré intégrable sur (Q, F, P) :

£5(Q, F,P) = {X : X Borel — mesurable de(Q, ) = (R, B(R)), Ep [X*] < o0} .

Cet ensemble est un espace vectoriel muni d’une pseudo-norme

I1X] = (Ep [x2])"2.

On parle de pseudo-norme car deux variables aléatoires presque-siirement égales sont confondues par
cette pseudo-norme. Si on identifie les variables aléatoires presque-siirement égales on obtient une véri-
table norme et l'espace Lo(§2, F, P) qui est un espace de Hilbert. Un élément de Ls(...) correspond a
une classe d’équivalence d’éléments de £4(. . .), chaque élément de classe d’équivalence est appelé version
de la classe d’équivalence.

NOTATION B.21 On abrége souvent Lo (€2, F, P) (respectivement £2(Q, F, P)) en Lo(P) (resp. en £9(P)).

Considérons X et Y deux variables aléatoires, et supposons X € £5(P), quelle est la meilleure
prédiction de X a partir de Y 7 Existe-t-il une fonction f de Y qui minimise

Ep (X - f(V))*]?

S’il existe une fonction de Y qui réalise ce minimum, est-elle unique ? Une variable aléatoire de la forme
f(Y) est une variable aléatoire qui appartient & la tribu engendrée par Y (notée o(Y)). On peut reposer
la question précédente en cherchant s’il existe une variable aléatoire Z € £4(Q2,0(Y"), P) qui minimise

Ep [(X - Z)ﬂ?

Comme nous ne voulons pas recourir a l’artifice des lois conditionnelles de X sachant Y, il faut trouver un
autre mécanisme de construction pour définir une espérance conditionnelle raisonnable. Ce mécanisme
sera fourni par la structure hilbertienne de Ly(...)

Sous-espaces fermés de £o(P). Rappelons quelques résultats de mesurabilité.
En combinant

LEMME B.22 Soient (Q, F) un espace probabilisable, et (X,,), une suite de variables aléatoires de (2, F)
dans (R, B(R)). St la suite (X,)n converge simplement vers une fonction X de Q dans R alors X est
une variable aléatoire.

et

LEMME B.23 Soit (2, F, P) un espace probabilisé et G une sous-tribu de F. Soit (Z,), une suite de
variables aléatoires réelles G-mesurables qui converge presque strement vers une variable aléatoire Z
admet une version G-mesurable.

THEOREME B.24 Soit (Q, F, P) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F, l’ensemble des

variables aléatoires (ayant une version) G-mesurables de carré intégrable est un sous-espace fermé
de £5(Q2, F, P), on le notera £2(, G, P).

REMARQUE B.25 La fermeture du sous-espace de £2(2, G, P) se démontre de la méme fagon que la complétude
de £2(92, F, P), et que la complétude des espaces £,(2, F, P) pour p > 1. Le fait que P soit une mesure de
probabilité n’est pas important. Les arguments fonctionneraient avec des mesures finies.
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THEOREME B.26 [THEOREME DE PROJECTION] Soit E un espace de Hilbert et F' un sous-ensemble
convezxe fermé de F. Pour tout x € E, il existe un unique y € I, tel que

—yl|| = inf ||z — z||.
Iz~ yll = inf [}z 2|

On appelle y la projection (orthogonale) de xsur F.
De plus, si F' est un sous-espace vectoriel, x et y vérifient la relation de Pythagore

lll* = Iyll* + ll= — y]1*.

Projection dans les espaces de Hilbert. Comme Lo (€2, G, P) est une partie convexe fermée de Lo(Q2, F, P),
Iexistence et I'unicité de la projection sur une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert nous
donnent le corollaire suivant.

COROLLAIRE B.27 FEtant donné un élément X de Lo(Q, F, P) et G une sous-tribu de F, il existe
un unique élément de Lo(2, G, P), qui minimise la distance a X.

En Probabilités, on travaille sur I'espace £2(€2, F, P) et ses sous-espaces. En utilisant le théoréme de
Projection, on obtient ’existence d’une espérance conditionnelle pour les variables de carré intégrable.

COROLLAIRE B.28 FEtant donnée X € £5(Q, F, P) et G une sous-tribu de F, il existe un élément
Y de £5(,G, P), noté Ep [X | G] et qui minimise

Ep [(X - Z)Q} pourZ € £5(Q, G, P).

Tout autre élément de £2(Q, G, P), qui minimise @) est P-presque sirement égal a Z.

On peut utiliser ce corollaire pour établir le théoréeme suivant, qui montre que pour les variables
de carré intégrables, on peut construire des versions de I'espérance conditionnelle. Dans le cas de ces
variables aléatoires de carré intégrable, 'espérance conditionnelle est une projection orthogonale.

THEOREME B.29 . Soient X € £5(Q, F, P) et G une sous-tribu de F, alors si Z est un représentant
de la projection orthogonale de X sur Lo(Q, F, P)

VBGQ, Ep [IBX}:IEP [IBZ]

PREUVE. Soit Z un représentant de la projection orthogonale de X sur Ly(Q2, G, P) et B un élément de

g.

Si on consideére I’expression

Ep (X — 2)Ip],
c’est le produit intérieur de Iz (de £(Q, F, P)) et de X — Z (qui appartient au sous espace orthogonal
a £(Q,F, P)). Cette quantité est donc nulle. O

Convention. Dans la suite [E [X | G] désignera une version de I’espérance conditionnelle de X sachant

g.
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EXERCICE B.30 Vérifier que E [X | G] est I'unique élément de £2 (2, G, P) qui vérifie
VZ € £9 (Q,Q,P), Ep [ZX]:]EP [Z]Ep [X|g”
Espérance conditionnelle dans £,(P). Pour construire 'espérance conditionnelle d’une variable aléa-

toire, il n’est pas nécessaire que cette variable soit de carré intégrable, il suffit qu’elle soit intégrable.
C’est la signification du théoreéme suivant.

THEOREME B.31 Si Y est une wvariable aléatoire mon-négative, ou si Y est intégrable (Y €
£1(Q,F,P)), alors il existe une variable aléatoire G-mesurable, intégrable, notée E[Y | G] ap-
partenant & L1 (Q, F, P) vérifiant

VBe G E[IgY]|=E[IgE[Y | F]].
De plus, toute variable aléatoire G-mesurable, intégrable Z qui satisfait aussi (??7) est presque

sirement égale ¢ E[Y | G] :
P{Z=E[Y|dg]}=1.

EXERCICE B.32 Soit G’ un m-systéme qui contient ) et engendre G. Si Z est une variable G-mesurable, intégrable
qui vérifie

VB e G E[IgY]=E[E[Y | d]
alors Z=E[Y | G].

Pour établir le théoreme , on utilise des arguments de passage a limite qui constituent la
« mécanique habituelle » .

PROPOSITION B.33 Si (Y,), est une suite croissante de variables aléatoires de carré intégrable
positives telle que Y,, 7Y alors il existe une variable aléatoire G-mesurable Z telle que

Ep[Y,|G) N Z p.s.

PREUVE. Comme (Y7,), est croissante, d’aprés la Proposition précédente (Ep [Y,, | G]), est une suite
(p.s.) croissante de variables aléatoires G-mesurables, elle admet une limite (finie ou non) G-mesurable.
O

PREUVE.(THEOREME ) Sans perdre en généralité, on peut supposer Y > 0 (si ce n’est pas le cas,

onpose Y =Y, —Y_ouY, =|Y|Iy>o et Yo = |Y|Iy<o, on traite Y, et Y_ séparément en utilisant
la linéarité de l’espérance).
Définissons
Y = YTy <n-

On a Y, 7Y partout. La variable aléatoire Y;, est bornée donc de carré intégrable. Une variable
aléatoire Ep [Y,, | G] est donc bien définie pour chaque n.

La suite Ep [V, | G] (de versions) est monotone P-p.s. Elle converge donc de maniére monotone vers
une variable aléatoire Z a valeurs dans R U{oo}, G-mesurable. Nous devons montrer que cette variable
aléatoire Z est en fait dans £1(Q, F, P) et qu'elle satisfait la propriété ?7.

Par convergence monotone :

EP[Y] = hTILIlEp[Yn} = h}lnEp [IEP [Yn ‘ g]] :EP liTILIllEP [Yn | g}] = EP [Z] .

Soit A € G, on a par convergence monotone

Ep [14Y,] / Ep [I4Y]
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et donc
Ep[I4Ep[Y, | G]] /" Ep[L14Y].

Par convergence monotone encore :
Ep [LalimEp [V, | 6] / Ep [14Z].
O

LA CONSTRUCTION DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE PAR LA DERIVEE DE RADON-NYKODIM Tous les
auteurs ne construisent pas ’espérance conditionnelle a partir de la notion de projection dans Lof...).
Beaucoup de livres classiques abordent directement la construction de l’espérance conditionnelle des
variables aléatoires intégrables. Pour cela, ils s’appuient sur un résultat puissant de la théorie de la
mesure (la version donnée ici n’est pas la plus générale possible) :

THEOREME B.34 THEOREME DE RADON-NIKODYM. Soient P et Q deux mesures positives finies
sur (Q, F).Supposons P et absolument continue par rapport a Q@ (P{A} > 0= Q{A} > 0), alors il
existe une fonction f F-mesurable (une variable aléatoire) telle que pour tout A € F

/QIAw)f(w)dP: / L4(w)dQ.

Q

REMARQUE B.35 La fonction f est appelée la dérivée de Radon-Nikodym de P par rapport a Q. Elle est notée

%. Elle est définie Q-presque stirement.

EXERCICE B.36 Vérifier que s’il existe deux fonctions F-mesurables f et f’ qui vérifient les conditions du
théorémes, elles sont Q-presque siirement égales.

Voici une démonstration du Théoréme a partir du Théoreme de Radon-Nikodym.
PREUVE. Soit X une variable aléatoire intégrable. Sans perdre en généralité, on suppose X > 0. On

définit sur G la fonctionnelle :
A= Ep[IaX].
Cette fonctionnelle définit une mesure positive @ sur (£2,G) (linéarité de 'espérance, convergence do-
minée ...).
Cette mesure est absolument continue par rapport a la mesure de probabilité P. Le théoreme de
Radon-Nikodym nous indique alors qu’il existe une fonction G-mesurable (une variable aléatoire G-
mesurable) f qui vérifie pour tout A € G :

Ep [LaX] = /Q L4(w)f(@)dP = Bp [Laf].

Autrement dit f est une version de I’espérance conditionnelle de X sachant G. O
Propriétés de l’espérance conditionnelle

AVERTISSEMENT B.37 Dans toute cette section, on se référe a un espace probabilisé (2, F, P), a une
sous-tribu G de F. Les variables aléatoires (X, )n, (Yn)n, X, Y, Z sont supposées intégrables. L’expression
p-s. signifie P-presque siirement.

La propriété la plus simple, mais pas la moins utile est

PRrROPOSITION B.38 Si X € £,(Q, F, P) alors

Ep [X]=Ep[Ep[X | F]].
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PROPOSITION B.39 Si X € £,(Q, F,P) et X est G-mesurable alors

X=Ep[X|G] P-ps.

En passant par les fonctions étagées, on peut vérifier

PROPOSITION B.40 Soit X € £,(Q,F,P) et G une sous-tribu de F, alors pour tout ¥ €
£1(2,G, P), tel que Ep[|XY]] < 00

Ep[XY]=Ep[YEp[X | G]].

PrROPOSITION B.41 Si XY € £,(Q, F,P) etY est G-mesurable alors

Ep[XY |g]=YEp[X |G] P-ps.

PREUVE. Comme YEp [X | G] est bien G-mesurable, il suffit de vérifier que pour tout B € G,
Ep[IpXY]|=Ep[Ip (YEp[X | G])].
Mais

Ep[IpXY] = Ep[IsY)X]
comme IgY € £,(9, Q,P)d’aprés
= Ep[IsY)Ep[X | 7]
= Ep[lp(YEp[X|[G])].

Opérations usuelles

OPERATIONS LINEAIRES On peut étendre la Proposition au cas £1(Q, F,P) :

PROPOSITION B.42 Soient X et Y deux variables aléatoires. Soit a1, as et b trois réels. Alors

EplaiX +aY +b[Gl=amEp[X [G]+aEp[Y [G]+b p.s.

PREUVE. Il ’agit de montrer qu’il existe une version de Ep [a; X + a2Y + b | G] qui est presque slirement
égale & une combinaison linéaire d’une version de Ep [X | G] et d’une version de Ep [Y | G]. O
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COMPARAISONS On peut aussi étendre la Proposition

PROPOSITION B.43 Si X est une variable aléatoire positive de £1(2, F, P), alors

On répete la démonstration de la Proposition (qui n’utilise pas le fait que X € £5(P) mais une
garantie sur l'existence de 'espérance conditionnelle).

THEOREMES DE CONVERGENCE CONDITIONNELS Les théorémes de convergence de la théorie de la
mesure (convergence monotone, Fatou, convergence dominée).

THEOREME B.44 CONVERGENCE MONOTONE. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires, telles
que X, "X p.s., X intégrable, alors pour toute suite de versions des l’espérances conditionnelles
des v.a. X, et X

Ep (X, ]G] /Ep (X |G]p.s.

PREUVE. La suite X — X,, est positive et décroit vers 0 presque siirement. Il suffit de montrer que
Ep[X — X, | G] ¢ 0 p.s. Notons d’abord que la suite Ep [X — X,, | G] converge p.s. vers une limite
positive ou nulle. I1 faut vérifier que cette limite est bien presque siirement nulle.

Soit A€ G :

Ep [IA lim Ep [X - X, | g]} lim Ep [LAEp [X - X, | ]

théoreme de convergence monotone
= limEp[I4 (X, — X)]
n
théoréeme convergence monotone
= 0.

THEOREME B.45 FATOU. Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires positives

Ep [liminf X, | g} <liminfEp [X, | G] p.s

PREUVE. Soit B € G. Notons X = liminf,, X;,, X est une variable aléatoire positive inégrable. Notons
Y = liminf, Ep[X,, | G], ¥ est une variable aléatoire positive G-mesurable. Le théoréme compare
Ep[X | G] et Y. Comme dans la version classique, la démonstration consiste & se rammener & un
argument de convergence monotone. Définissons Z, = inf,>; X,,. On a Z; 7 liminf, X,, = X.
D’apres le théoreme |B.44,

Ep[Zk |G| S Ep lin}Liann | g} p.s.
Par ailleurs, pour tout n > k, X,, > Zj, donc d’apres le théoréme de comparaison
Vn>k Ep([Z:|G]<Ep[Xn|G] ps.
car une réunion dénombrable d’ensembles P-négligeables est P-négligeable. Donc pour tout k,

Ep[Z; | G] <liminfEp[X, | G] p.s.
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Ce qui implique
lilgnIEp [Zk | G] <liminfEp [X,, | G] p.s.

THEOREME B.46 CONVERGENCE DOMINEE. Soit V' une variable aléatoire intégrable. Soit (X, )n
une suite de variables aléatoires telles que |X,| <V et X,, — Xp.s., alors pour toute suite de
versions des l’espérances conditionnelles des v.a. X, et X

Ep (X, |0 > Ep[X [G] pos.

PREUVE. Notons Y,, = inf,,>, X,, et Z,, = sup,,>,, Xm. Nous avons Z,, < V et —V < Y,,. Comme
Y,, est croissante de limite X et Z, décroissante de limite X. Le théoréme de convergence monotone
conditionnelle nous permet de conclure que Ep [V, | G] /" Ep[X | Gl et Ep[Z,|G] \\ Ep[X | Glp-s.
On termine en observant que pour tout n

Ep [V [ Gl <Ep[Xn |G <Ep([Z,|9] ps.

INEGALITES L’inégalité de Jensen posséde une version conditionnelle.

THEOREME B.47 INEGALITE DE JENSEN. Si g est une fonction convexe sur R, telle que
E[|g(X)]] < oo alors
g(E[X|G]) <E[g(X)|G]ps.

PREUVE. Une fonction convexe semi-continue inférieurement peut étre représentée comme un supremum
dénombrable de fonctions affines : il existe une suite de paires de coefficients (ay,by), telle que pour
tout x :
g(x) = sup [anx + by,] .
n

g(BIX[G]) = supla,BX[G]+b]

par linéarité de ’espérance conditionnelle
= sup[E[a, X + b, | G]]
n

IA

E [sup (a, X +by,) | G| P-p.s.
n
comparaison des espérances conditionnelles.

d
Exhiber une suite de coefficients convenables pour les fonctions z + |z|,  + 22, x + exp(z).
Vérifier que toute fonction f qui admet une représentation comme un supremum de fonctions affines :

pour tout x : f(x) = sup [anx + by,]
n

est convexe. Est-elle aussi nécessairement continue ?
Vérifier que toute fonction convexe continue f admet une représentation comme supremum denom-
brable de fonctions affines.
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CONDITIONNEMENT SUCCESSIFS Quand on conditionne par deux tribus imbriquées, c’est la plus petite
tribu qui 'emporte.

PROPOSITION B.48 Soient G C H deux sous-tribus de F.

Ep [Ep[X [H] |Gl =Ep[Ep [X [G]|H] =FEp [X | d].

PREUVE. La seconde égalité est immédiate car toute variable aléatoire G-mesurable est aussi H-mesurable.
Pour la premiere égalité : pour tout B € G,

Ep (IzEp [Ep [X | H] | G]]

Ep [IzEp [X | H]]
comme B € H

= Ep[IpX].

O
ProposiTIiON B.49 Si X est indépendant de G, alors
Ep[X | 0] = Ep[X].
INDEPENDANCE PREUVE. Notons que Ep [X] est G-mesurable. Soit B € G,
Ep[IpX] = Ep[Ig]Ep|[X]
par indépendance

= Ep [IB X Ep [XH .

Donc ]Ep [X]:]Ep [X|Q] ]

PROPOSITION B.50 SiH est une sous-tribu indépendante de o(G,o(X)) alors

Ep[X |o(G.H)] =Ep[X |G p.s.

PREUVE. Rappelons-nous que l'espérance conditionnelle par rapport & o(G,H) peut étre caractérisée
en considérant un 7w-systéme contenant 2 et engendrant o (G, H), par exemple G X H. Soient B € G et

CeH,

Ep [IslcEp [X [G]] = Ep[IpEp[X |]] x Ep[Ic]
par indépendance de H et deo (G, o (X))
= Ep[IpX] xEp|[Ic]
= Ep[lclpX]
par indépendance de H et de (G, 0(X)).
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B.2 PROBABILITES CONDITIONNELLES
Cas simple du conditionnement par une tribu discréte

On revient sur la situation élémentaire : (0, F, P) désigne toujours un espace probabilisé. Et G
désigne une sous-tribu discréte de F engendrée par une partition dénombrable (A, ), de Q.

A partir des espérances conditionnelles sachant A,,, ou des probabilités conditionnelles sachant les
événements A,,, on peut définir une fonction N de © x F par

N(w,B)=Ep[Ig |G = P{B| A,} avec w € A,, .
La fonction N possede deux propriétés remarquables :

i) Pour tout w € Q, N(w,-) définit une probabilité sur (2, F).
ii) Pour tout événement B € F, la fonction N (-, B) est une fonction G-mesurable.

Dans cette situation simple, on observe que s’il est naturel de définir ’espérance conditionnelle & partir
des probabilités conditionnelles, on pourrait tout aussi bien construire les probabilités conditionnelles
a partir des espérances conditionnelles.

Dans le cas général, on cherche a construire une notion de probabilité conditionnelle lorsque la tribu
conditionnante n’est pas discrete.

Pour chaque B € F, nous avons lassurance qu’il existe une variable aléatoire o(X)-mesurable qui
est P-p.s. une version de l'espérance conditionnelle de Iz sachant X. Pour n’importe quelle collection
dénombrable d’événements (B,,), de F, nous sommes méme assurés de lexistence d’une collection
de variables aléatoires qui sur un événement de P-probabilité 1 constituent chacune une version de
lespérance de Ip, sachant X. Si les B, forment une suite croissante vers B, nous sommes méme
assurés (conséquence du théoréeme ) que sauf sur une ensemble de P-probabilité nulle, on aura

Ep (s, | X] /Ep[Ip | X].

Il est donc tres tentant de définir une probabilité conditionnelle relativement a X comme une fonction
de X(Q) x F — [0,1], (z,B) — Ep [Ip | 0(X)] & partir d’une version de 'espérance conditionnelle par
rapport a o(X). Malheureusement, nous n’avons pas les moyens de garantir que cet objet possede les
propriétés d’une probabilité sur (2, F) P-p.s. Le probléme vient ici non pas du caracteére diffus de la
loi de X mais de la richesse de F, notamment du fait qu’elle contient éventuellement une quantité
non-dénombrable d’événements, et que 'on peut construire une quantité non-dénombrable de suite
croissantes d’événements sur lesquelles il faudra vérifier la propriété de monotonie (une réunion non-
dénombrable d’événements P-négligeables n’est pas forcément P-négligeable).

Dans la suite, allons d’abord passer en revue un autre cas facile, ot on peut définir une probabilité
conditionnelle qui posséde méme une densité par rapport & une mesure de référence, puis nous verrons
que si €2 n’est pas trop gros, on peut garantir ’existence d’une probabilité conditionnelle.

Cas d’une densité jointe

Nous envisageons ici un cas simplifié qui capture néanmoins la difficulté du cas général.

On suppose maintenant que = R?, F = B(R?). On a w = (x,y) et deux variables aléatoires
X(z,y) = x et Y(x,y) = y (les projections coordonnées). La loi P du couple aléatoire (X,Y") admet
une densité p(x,y) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. La variable Y est supposée de carré
intégrable. On note px la densité marginale de la loi de X :

px(z) = / p(z, y)dy.
R
Et on note D = {z : px(x) > 0} le support de la densité px.
EXERCICE B.51 Vérifier que px est bien la densité de P o X 1.
Le fait de disposer d’une densité jointe nous permet de calculer facilement ’espérance conditionnelle

et de définir tout aussi facilement ce que nous appellerons une « probabilité conditionnelle de Y sachant
X ».
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PROPOSITION B.52 Soit X,Y deux variables aléatoires dont la loi conjointe P admet une densité
jointe p(.,.) par rapport a la mesure de Lebesque sur R%. La densité de la premiére marginale par
rapport d la mesure de Lebesque sur R est motée px. Soit f une fonction mesurable sur R On
suppose de plus f(Y) intégrable. Toute version de ’espérance conditionnelle de f(Y) par rapport &
X satisfait P-presque surement l’égalité

Ep[f(Y) | X] = /R P Y) pyay.

px ()

La démonstration s’appuie essentiellement sur le théoréeme de Tonelli-Fubini rappelée ici pour mé-
moire.

THEOREME B.53 [Tonelli-Fubini] Soit (X, A) et (V,B) deux espaces mesurables, u et v deuz
mesures o-finie sur ces espaces, @ v la mesure produit, et f une fonction réelle A @ B-mesurable
telle que [ |fldp® v < 0. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Ve e X, yw f(x,y) est B-mesurable.

2. La fonction x> fy f(z,y)dv(y) est A-mesurable, finie p-presque partout et

/m fawev= [ [ /y / <fvy>dv<y>] dpu(a).

PREUVE. On considére la fonction (x,y) — f(y)p(x,y). Elle est par hypothése Lebesgue-intégrable. Le
théoréme de Fubini nous permet d’affirmer que z — [ f(y)p(x,y)dy est définie Lebesgue presque-

partout, mesurable, et que
twtanass= [ | [ @] o
R

La densité px définit la trace de la loi P sur o(X). Notons pour x tel que px(z) > 0,

0= [t

et décidons h(z) = 0 ailleurs. La fonction h() est bien stir (X )-mesurable (quotient de deux fonctions

mesurables).
Soit B € 0(X) C o(X,Y), il existe A C R, tel que B = X"1(A).

Ep [f(Y)Ip] =Ep [Ixeaf(Y)]

// Lieaf(y)p(z,y)dzdy
_/ 0 meA(/f p(,y)d )dx Fubini
x>

/px>0 veA </f )px(ﬂﬂ)dx

= IEP [ImeAh(
=Ep [Iph(X )] .

Ceci permet de conclure que h(X) est bien une version de I'espérance conditionnelle de f(Y) sachant
X ou 0(X) (la tribu engendrée par X). O
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Le rapport p(z,y)/Px(z) permet de définir une probabilité conditionnelle de Y sachant X. Cette
loi conditionnelle est définie par une densité conditionnelle.

THEOREME B.54 Soit X,Y deux variables aléatoires dont la loi conjointe P admet une densité
jointe p(.,.) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R2, et dont la densité de la premiére marginale
est motée px par rapport d la mesure de Lebesgue sur R.

La fonction N de R x R — R4 définie par

py)
(z,y) = N(z,y) = { px(x) sipx(x) >0
0 sinon,

vérifie les propriétés suivantes

1. Pour chaque x tel que px(z) > 0, la fonctionnelle de B(R) — [0, 1], définie par
B »—>/ N(z,y)dy
B

est une probabilité sur (R, B(R)).

2. Pour chaque B € B(R), la fonction x — [, N(z,y)dy est borélienne, et o(X)-mesurable si
on appelle X et'Y les projections coordonnées. .

3. Pour chaque A € B(R x R)
PxY) e )= [ ( / 1A<m,y>N<x,y>dy) px (2)ds.

4. Pour tout fonction P-intégrable f sur R?, la variable aléatoire définie en appliquant

wH/Rf(x,y)N(x,y)dy

a X est une version de lespérance conditionnelle de f(X,Y) par rapport d o(X).

PREUVE. Preuve de i). Notons
P {B} :/ N(z,y)dy.
B

Le fait que la fonctionnelle P, soit & valeur dans [0,1] est immédiat. Idem pour le fait que P,{0} =0
et P,{R} = 1. Il en va de méme pour 'additivité. Il reste & vérifier que si B,, est une suite croissante
de boréliens qui tend vers une limite B alors

P,{B,} / P,{B}.

C’est une conséquence immédiate du théoréeme de convergence monotone pour la mesure de Lebesque

(I, (y)N(z,y) < N(z,y)).
Preuve de ii) Comme la fonction (z,y) — p(z,y)I5(y) est B(R?)mesurable et intégrable, c’est un
corollaire du théoreme de Fubini que

- /B p(, )15 (y)dy

est définie presque partout et Borel-mesurable.

Preuve de iii) C’est aussi une conséquence immédiate du théoréme de Fubini.

Preuve de iv) Ce n’est qu'une généralisation de la Proposition précédente, et une conséquence du
théoreme de Fubini. O
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EXERCICE B.55 On consideére la loi uniforme sur la surface de R? définie par 0 < z < y < 1. Donner la densité
jointe p(), la densité marginale px et le noyau N, ).

REMARQUE B.56 Si on continue de désigner par X et Y les projections coordonnées, ce théoréme met en
évidence que la fonction de R? x B(IR?) vers [0, 1] définie (P-presque partout) par

(x,B)»—)/]RIB(:L‘,z)N(m,z)dz

est une version de l’espérance conditionnelle de Ip sachant X. Et pour chaque (z,y) tel que px(x) > 0 (donc
P-presque partout), la fonction

BHAIB(m,y)N(m,y)dy

définit bien une probabilité. Nous somme dans une situation ou la construction d’une « probabilité condition-
nelle » a partir des espérances conditionnelles est possible.

Probabilités conditionnelles réguliéres, noyaux

Nous allons énoncer quelques résultats qui permettent de travailler dans un cadre plus général,

DEFINITION B.57 Soient (€, F) un espace probabilisable, et G une sous-tribu de F.
On appelle noyau de probabilité conditionnelle sachant G une fonction N de 2 x F — R qui vérifie

i) Pour tout w, N(w,.) définit une probabilité sur (€2, F).
ii) Pour tout A € F, N(-, A) est G-mesurable

DEFINITION B.58 Soient (£2, F, P) un espace probabilisé et G un sous-tribu de F. Un noyau N sur Q
vers J est une probabilité conditionnelle réguliére sachant G si et seulement si

i) Pour tout B € F, w — N(w, B) est une version de l’espérance conditionnelle de I sachant G
(N (-, B) est donc G-mesurable) :

N(,B)=E[lg|G] P -p-s.
ii) Pour P-presque tout w € Q, B — N(w, B) définit une probabilité sur (Q, F).

Une probabilité conditionnelle réguliere (lorsque elle existe) est donc définie & partir de versions des
espérances conditionnelles. En retour une probabilité conditionnelle réguliére peut fournir un moyen de
« calculer » des espérances conditionnelles, voire des espérances.

THEOREME B.59 Soient (2, F, P) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F. Soit N un noyau
de probabilité sur (Q, F) conditionnel par rapport ¢ G. Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) Pour tout B € F, P-presque sirement, E[Ig | Gl(w) = N(w, B). (N(-,-)) définit une probabilité
conditionnelle réguliére.
it) Pour toute fonction f P-intégrable sur (0, F), P-presque sirement :

Ep[f | 9] (w) = En,[f]-

Existence de probabilités conditionnelles réguliéres lorsque Q = R

Nous allons vérifier 'existence de probabilités conditionnelles réguliéres dans un cas non-trivial.

THEOREME B.60 Soit P une probabilité sur (R,B(R)) et G C B(R), alors il existe une probabilité
conditionnelle réguliere relativement a G.
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REMARQUE B.61 On va essentiellement utiliser le fait que les boréliens B(IR) peuvent étre engendrés par une
famille dénombrable de parties.

PREUVE. Notons C I’ensemble formé par les demi-droites (—oo, g] avec ¢ rationnel, 'ensemble vide ) et
I'univers R. Cet ensemble est un m-systéme.
Pour ¢ < ¢’ € @, on peut choisir deux versions Y, et Yy des espérances conditionnelles de I(_o g
de I_ o ¢ telles que P-p.s.
Y, <Yy
et Y, — Y, est aussi une version de I’espérance conditionnelle de I, 1 (Théoremes et )
En utilisant le fait qu'une réunion dénombrable d’événements P-négligeables est P-négligeable et

que Q? est dénombrable, on peut choisir des versions (Y, des espérances conditionnelles de I(_ 4
telles que P-p.s.

)qu
¢<qd =Y, <Yy,

Par la suite nous noterons €2y ’événement P-presque sfir sur lequel les Y, satisfont les bonnes propriétés.
Pour chaque z € R, on peut définir Z,pour chaque w € R par

Zy(w) =inf{Y,(w) : g € Q,z < q}.

Sur g, la fonction x — Z,(w) est croissante, elle posséde une limite & gauche en chaque point et elle
continue & droite en tout point (ce n’est pas forcémment vrai pour ¢ — Y, (w)...). La fonction x — Z;(w)
tend vers 0 quand z tend vers —oo, vers 1 quand z tend vers +oo. Autrement dit sur Qp, © — Z,(w)
est une fonction de répartition, elle définit donc (de maniére unique) une loi de probabilité sur IR que
nous noterons v(w, .).

Par ailleurs pour chaque x, Z, est définie comme un infimum dénombrable de variables alétaoires
G-mesurables, Z, est donc une variable aléatoire G-mesurable.

Il reste & montrer que pour tout B € F, w — v(w, B) (sur 2, 0 ailleurs) définit bien une version de
I’espérance conditionnelle de Iz sachant G.

Cette propriété est vérifiée pour B appartenant au w-systeme C. En effet, si on fixe ¢ € @, et une
suite (¢, )n décroissante de @ de limite ¢, pour toute version des espérances conditionnelles de I_ 4.
et de I(_, 4 et doncen particulier pour (Yy, ) et Y, on a d’apres le théoréme de convergence monotone
conditionnelle P-p.s.

li7rln Y, =Y,

Donc P-p.s., Yy = Zg = v(-,I(_o q)-

Appelons D P'ensemble des événements pour lesquels w +— v(w, B) (sur €, 0 ailleurs) définit bien
une version de I'espérance conditionnelle de I 5 sachant G. Nous allons montrer que D est un A-systeme,
c’est-a-dire que

i.) D contient ) et R = Q.
ii.) Si B, B’ appartiennent & D, et B C B’ alors B'\ B € D.
iii.) Si (By)n est une suite croissante d’événements de D, de limite B alors B € D.

La clause a) est assurée par construction.
Clause b) Si B et B’ appartiennent & D, alors d’apres le théoréme , si E [IB/\B | Q] est une
version de I'espérance conditionnelle de Ip/\ p sachant G, sur un événement €2y C )y de probabilité 1 :

E[Ignp|G] =Eldp —15|G)=E[lp |G- E[z | §] = v(w,B') — v(w, B) = v(w, B'\ B).

Clause c¢). Si (By,), est une suite croissante d’événements de D, de limite B, si E [Ig | G] est une
version de l'espérance conditionnelle de I sachant G, sur un événement 2, C €y de probabilité 1 :

E[Iz |G| =lmE[Ip, | G] =limv(w, B,) = v(w, B).

Donc B € D.
Le théoréme 7-A (Lemme des classes monotones) nous permet donc de conclure que F C D et
d’achever la preuve du théoréme. O

REMARQUE B.62 Un raisonnement plus technique permet de montrer que ’existence de probabilités condition-
nelles régulieres est garantie dés que I'univers 2 peut étre muni d’une structure d’espace métrique complet et
séparable et que la tribu F est la tribu des Boréliens de la métrique en question.
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Il est tres fréquent de définir une loi a partir d’une loi marginale et d’un noyau.

PROPOSITION B.63 Soient (Q,F) un espace probabilisable et X une variable aléatoire de (£, F)
vers (X,G). Soient Px une probabilité sur (X,G) et N un noyau de transition de X vers F. Alors

il existe une et une seule probabilité P sur (Q,F) telle que Px = Po X~ et N(x,-) définit la loi
conditionnelle sachant X = x.

Le théoreme suivant garantit l’existence d’une probabilité conditionnelle réguliere dans tous les
scenarii qui nous intéressent (notamment en inférence bayésienne).

THEOREME B.64 (EXISTENCE DE PROBABILITES CONDITIONNELLES) Soit (Q,F,P) un espace
probabilisé sur lequel vivent deuz variables aléatoires X,Y . Soit G la sous-tribu engendrée par X,
soit (Y, H) Uespace probabilisable image de (2, F) parY.

Si Y est un espace métrique complet séparable et H la tribu des boréliens associée, alors il
existe une probabilité conditionnelle réquliére de'Y sachant X (notée P(-| X)(-)).
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CONVERGENCES EN LOI, EN PROBABILITE

Cc.1 CONVERGENCES, DEFINITION

Dans I’étude du comportement asymptotique des estimateurs, des régions de confiance et des tests,
nous utiliserons abondamment des arguments de type « loi des grands nombres » ou « théoréme
central limite ».

DEFINITION C.1 (CONVERGENCE EN PROBABILITE) Une suite de variables aléatoires (X, ),en & valeurs
dans R”, vivant sur un méme espace probabilisé (Q, F,IP) converge en probabilité (en toute rigueur
converge en IP-probabilité) vers une variable aléatoire X a valeurs dans R*, vivant sur cet espace
probabilisé si et seulement si, pour tout € > 0

lim P{|| X, — X|| > €} =0.
n—oo

THEOREME C.2 (LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES) Si X1,...,X,,... sont des variables aléa-
toires a valeur dans R*, d’un méme espace probabilisé, indépendamment identiquement distribuées,
intégrables, d’espérance p alors presque strement

lim X, = I avec X, =

S|

S
i=1

La convergence a aussi lieu en probabilité.

La loi des grands nombres est I'ingrédient essentiel des preuves de consistance.
Pour étudier les vitesses d’estimation, il faut disposer de résultats de convergence en distribution.

DEFINITION C.3 (CONVERGENCE ETROITE) Une suite de lois de probabilités (P, ),ex sur R converge
ETROITEMENT/FAIBLEMENT vers une loi de probabilité P (sur R¥) si et seulement si pour toute fonction
continue et bornée f de R¥ dans R, la suite (Ep, [f])nen converge vers Ep[f].

Une suite de variables aléatoires (X, ),en a valeurs dans R* définies sur une suite d’espaces proba-
bilisés (., Fn, Pn) converge en loi (ou en distribution) si la suite des lois image (P, 0 X, 1),en converge
étroitement. On note de facon abrégée cette convergence

X, ~ X ou X, ~L

(L désigne une loi de probabilité), en sous-entendant les espaces probabilisés.
Pour établir la convergence en loi ou 1'utiliser, on dispose d’une multitude de criteres équivalents.
En voici quelques uns. Voir cours Mesure, intégration et probabilités pour détails et justifications.

THEOREME C.4 (PORTEMANTEAU) Une suite de lois de probabilités (P,)nen sur RF converge
ETROITEMENT /FAIBLEMENT vers une loi de probabilité P (sur RF) si et seulement si l'une des
propriétés suivantes est vérifiée

i) Pour toute fonction continue et bornée f de R¥ dans R, la suite Ep, [f] converge vers Ep[f].
ii) Pour toute fonction uniformément continue et bornée f de R* dans R, la suite Ep, [f] converge
vers Ep[f].
iii) Pour toute fonction lipschitzienne et bornée f de RF dans R, la suite Ep, [f] converge vers
Ep[f].
iv) Pour tout sous-ensemble fermé F de RX, limsup P,{F} < P{F}.
v) Pour tout sous-ensemble ouvert O de R¥, liminf P,{O} > P{O}.
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vi) Pour toute fonction continue P-presque sirement continue et bornée f de R¥ dans R, la suite
(Ep,[f]) converge vers Ep|f].

vii) Pour tout événement (borélien) A tel que P(A°) = P(A) (la frontiére de A est de probabilité
nulle), lim,, P,(A) = P(A).

REMARQUE C.5 En francais, comme en anglais, un portemanteau est un fourre-tout.

Le théoréme suivant est un corollaire immédiat du théoreme d’injectivité des fonctions caractéris-
tiques (voir Théoréme )

THEOREME C.6 (CRAMER-WOLD) La loi d’un vecteur aléatoire (X1, ..., Xn)t d valeur dans R™
est complétement déterminée par l’ensemble des lois des variables 2?21 t; X; lorsque (t1,...,tn)"
parcourt R™.

C.2 EXTENSIONS DU THEOREME CENTRAL LIMITE

En statistique classique, on étudie souvent le comportement des expériences échantillonnées et on
laisse la taille de 1’échantillon tendre vers l'infini. Comme les quantités étudiées sont souvent bien
approchées par des sommes de variables aléatoires indépendantes, le théoréme central limite ou plutot
un théoreme central limite permet de décrire la loi limite. La version de Lindeberg-Feller traite des
sommes de vecteurs aléatoires indépendants mais pas forcément identiquement distribuées.

THEOREME C.7 (THEOREME CENTRAL LIMITE LINDEBERG-FELLER) Soit (X; )i<n<oo un tableau
triangulaire de variables aléatoires centrées de variances finies, telles que

1. Pour chaque n (X, n)i<n forme une famille indépendante,
2. Pour tout € >0, (en notant o5, = 3., EX?, ),

1
lim 0_72 ZE[XZnH|X1,n|>€UwJ =0

n—o00 g7 4
i<n

alors 1
—(ZXH) - N(0,1).
On =
1<n
THEOREME C.8 (INEGALITE DE BERRY-ESSEEN) Si X1, ..., Xy, ... sont i.i.d. centrées, de variance

o2, et si S, = ﬁ Yo X; alors

IE[|;<1|3]
< - < i
igp P{S, <z} —d(x)] < o

ot @ est la fonction de répartition de N'(0,1).

Dans la section @ nous donnons une démonstration combinée des deux théorémes sous des condi-
tions restrictives (existence d’un moment d’ordre quatre et meme kurtosis uniformément borné).
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C.3 METHODE DELTA

Si on dispose de deux suites (X, )nen et (Y )nen de variables aléatoires telles que X,, ~ X, Y, ~ Y|
on ne peut rien dire en général sur la suite (X,,Y},),, on ne peut pas affirmer a coup sir que X,,Y;, ~ XY.
Mais, si Y est une variable aléatoire dégénéree presque siirement égale & une constante y, alors on peut
s’appuyer sur le lemme de Slutsky.

LEMME C.9 (LEMME DE SLUTSKY) Si (X,,)n est une suite de variables aléatoires sur (1, Fn, Pp)
telle que X, ~ X et si (Y,,) est une autre suite de variables aléatoires sur (Qp, Fn, P,), et y une
constante telle que Y,, ~» vy, alors

(Yo, Xn) ~ (y, X) .

On invoque en général la forme suivante qui est préte a 'emploi.

TutorEME C.10 (Slutsky) Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans RF, X
une autre variable aléatoire & valeur dans RF, soit (Yo)nen une suite de variables aléatoires d
valeurs dans R . Si

X, ~ X
Y, ~ yeR¥

. . . ’ 1"
alors si g est une fonction continue de RF x R¥ dans R*

9(Xn,Yn) ~ g9(X,y).

PREUVE. Dans la seconde formulation, il suffit (d’apres le théoréme portemanteau) de s’intéresser au
cas des fonctions bornées et lipschitziennes. On suppose ||g|loo < b et g L-lipschitzienne.

IE [9(Xn, Ys)] — E[g(X,Y)]|
< E[g(Xy, Ya)] = E [g(Xn, »)]| + |E [9(Xn, y)] — E [g(X, y)]|

La convergence en loi de la suite (X,,) vers X garantit que
lim [IE [( Xy, )] = E[g(X, y)]| = 0.
Par ailleurs, les hypothéses sur g garantissent pour tout € > 0,

|g(Xn7 Yn) - g(Xna y)| < 2Hd(Yn,y)>e||g||00 + Le.

La convergence en loi de (Y},),, vers y implique la convergence en probabilité, donc

limIE]IId(ymy)>e =0.

Le lemme de Slutsky est un élément de la preuve du théoréme suivant appelé méthode delta.

THEOREME C.11 (METHODE DELTA) Soient

i) (an)n une suite positive qui tend vers l’infini.
ii) (Xpn)n une suite de variables aléatoires a valeur dans RF.
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iii) X une variable aléatoire a valeur dans RF.

iv) ¥ € RF.

v) f une fonction de R¥ dans R™, différentiable en T, on note Df sa différentielle en & (c’est
une fonction linéaire de R¥ dans R™).

Si
alors

i) X0 57

i) an (f(Xn) — f(Z)) —anDf (X, — &) = 0;
iii) a, (f(Xn) — f(%)) ~ DfX.

La notion de famille de lois de probabilités tendue est définie par le critére suivant.

DEFINITION C.12 Une famille C de lois de probabilités sur (R¥, B(IR¥)) est dite tendue si et seulement
si pour tout € > 0, il existe un compact K(¢) C R¥ tel que

VPeC,  P{K(e}>1—ce.

Le critére de Prokhorov relie tension et convergence étroite (en distribution).

THEOREME C.13 Une famille C de lois de probabilités sur (R¥, B(R¥)) est tendue si et seulement
si sa fermeture est relativement compacte pour la topologie de la convergence étroite.

C.4 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

L’espérance conditionnelle et les lois conditionnelles sont étudiées dans tous les livres de probabilités.
Les notes classiques de LE GALL [[l] fournissent plus que le nécessaire pour suivre un cours de statistique.

DuDpLEY [G], part de lexistence de la dérivée de Radon-Nykodim (rigoureusement établie) pour
construire et étudier I'espérance conditionnelle, puis les lois conditionnelles. WILLIAMS [13] construit
Pespérance conditionnelle a partir du point de vue prédictif, d’abord dans Lo(P) puis par aproxima-
tion dans L;(P). La construction de la dérivée de Radon-Nykodim s’appuie alors sur un argument de
martingale. Une présentation intuitive de la construction de probabilités conditionnelles régulieres sur
R est tirée de [[]]. POLLARD [11] propose une étude a la fois érudite et progressive de ces questions en
visant spécialement les usagers de la théorie.

La méthode delta est décrite, étendue et illustrée dans A. VAN DER VAART. Asymptotic statistics.
Cambridge University Press, 1998. Elle est généralement attribuée & H. CRAMER. Mathematical
Methods of Statistics. Princeton Mathematical Series, vol. 9. Princeton University Press, Princeton,
N. J., 1946, p. xvi+575. MR : 0016588.
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APPROCHE NON-ASYMPTOTIQUE DE L’APPROXIMATION NORMALE

D.1 METRISATIONS DE LA CONVERGENCE EN LOI

La convergence en loi peut, lorsqu’on parle de lois sur des espaces métriques complets séparables, étre
métrisée, autrement dit définie par rapport a une métrique. En fait, plusieurs métriques sont possibles
et on peut selon les besoins, choisir la métrique la plus intéressante. Les métriques qui nous intéressent
sont de la forme

du (P, Q) = sup / hdP — /th
heH
ou H est un ensemble bien choisi de fonctions mesurables.

La métrique de Kolmogorov-Lévy est utilisée implicitement dans la formulation du théoréeme de

Glivenko-Cantelli, elle est controlée dans I'inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz.

DEFINITION D.1 (« DISTANCE » DE KOLMOGOROV-LEVY) Si W et Z sont deux variables aléatoires
réelles, la distance de Kolmogorov-Lévy entre les lois de ces deux variables aléatoires est définie par

Ax(L(W), £(2)) = sup [P{W <} ~P{Z <z

Le fait que la distance de Kolmogorov-Lévy métrise la convergence étroite vers une loi dont la
fonction de répartition est continue se vérifie avec les arguments utilisés dans les preuves classiques du
théoreme de Glivenko-Cantelli.

REMARQUE D.2 Si lim, z,, = z, la suite des masse ., converge étroitement vers la masse J,, néanmoins, si
Tn # 2, dx (0z,,,02) = 1.

Pour métriser la convergence étroites des lois sur R en toute généralité, on peut utiliser la distance de
Lévy-Prokhorov :

inf{e:e>07 P(—o0o,z — €] — e < Q(—00, z] SP(—oo,x—e]—Fe}.

La distance de Kolmogorov-Lévy représente un relachement pertinent de la distance en variation
(qui ne métrise pas la convergence en loi). Le fait que les fonctions test qui définissent la distance de
Kolmogorov-Lévy ne soient pas absolument continues ne facilite pas la vie. C’est pourquoi, on travaille
souvent avec une distance définie par des fonctions plus faciles & manier. Cette distance appartient a la
famille des distances dites de Monge-Wasserstein, ou distance de transport.

DEFINITION D.3 (DISTANCE DE WASSERSTEIN) Soient W et Z de variables aléatoires de lois L(W) et
L(Z) a valeur dans R¥,

du (L£(W), £(Z)) = i IEA(W) — ER(Z)] -

N

Lorsqu’on veut mesurer la distance a une loi absolument continue comme la loi normale, le fait
d’utiliser une métrique plutét qu’une autre n’est pas treés important.

ProrosiTION D.4 Si P et Q sont deux lois sur R, et si Q) posséde une densité majorée par C
vis-a-vis de la mesure de Lebesgue, alors

dK(P7Q) < V QOdM(PaQ)

PREUVE. Pour x € R, on note h, = [(_ 4 et pour € > 0, on définit h, . par

1 siz>w
hye(w) =<0 siw>xz+e
1—“’;”” siz<w<x+e€
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On note ¢ la densité de @) par rapport & la mesure de Lebesgue. La fonction hy . est 1/e-Lipschitz et
elle approche h,. SiW ~ P et Z ~ (@,

Eh,(W) — Eh,(Z) = Ehy(W) — Bhy (Z) + Bhy o (Z) — Ehy(Z) .
(1) (1n

On majore ensuite (simplement) les deux expressions (I) et (I1).

(1) < Ehg (W) —Ehy (Z)

< %dM(P, Q)

owgéﬁf@w;x)«wu

€
<C-.
-2

et

En choisissant € = 1/2dp (P, Q)/C, et en optimisant le choix de z, on obtient le résultat désiré. d

D.2 METHODE DE STEIN

Dans l'approche de Stein, on s’intéresse & Iapproximation d’une loi cible (loi normale, Poisson,
X3, ..) par la loi d’une variable aléatoire dont on connait le mode de fabrication (somme de variables
aléatoires indépendantes, statistiques d’ordre, logarithme de rapport de vraisemblance, ...). La loi cible
est caractérisée par une identité. Dans le cas de la loi normale, il s’agit de I'identité de Stein.

PROPOSITION D.5 (Identité de Stein) Soit Z une variable aléatoire réelle de loi Q. Si pour toute
fonction absolument continue f telle que f'(Z) soit Q-intégrable, on a

E[Zf(2)] = E[f'(Z)]

alors
Q=N(©,1).
La réciproque est vraie.
PREUVE. Voir chapitre sur les vecteurs gaussiens, Lemmes @ et @ O

Cette identité nous conduit a définir un opérateur A qui agit sur les fonctions absolument continues :
Af(z) = f'(z) — = f(x), qui permet de caractériser N'(0,1) :

Q=N(0,1) < Vfac 0= /Af(z)Q(dz) :
Maintenant pour la fonction h € H, si on peut définir fj tel que

Ah@0=h@0—/hwwwﬂm

on a
EQh(W) — Enoyh(Z) = EqAfa(W).

Pour majorer dy(Q, N (0, 1)), il suffit d’etre capable de majorer les espérances de la forme

EQAfs(W)  pourh € H, et Afn(w) = h(w) — / h()(2)dz.

Ce dernier point a conduit a développer des méthodes de calcul approximatif d’intégrales tres créa-
tives. Pour comprendre ce qui est en jeu, il faut d’abord étudier les propriétés de régularité et de
bornitude des fonctions Afy, h € H, lorsque H est elle-meme définie par des propriétés de régularité.

Dans la suite on abrége [ h(2)¢(z)dz en ®(h).
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LEMME D.6 Soit fj, la solution de I’équation différentielle de
fr(w) —wfn(w) = h(w) — ®(h).

donnée par
fr(w) = ewz/Q L eitZZ(@(h) —h(t)dt  siw=>0
/2 [ e/ (h(t) — B(R))dt siw < 0.

Si h est absolument continue alors fp est la seule solution bornée de l’équation différentielle et

2
1fnlloe < 20 Mloos Mfnlloo < 4/ R oos 7 lloo < 201Aflos -

PREUVE. (esquisse) Vérification que f; est 'unique solution bornée de I’équation différentielle.

Notons qu’ajouter une constante & h ne modifie pas h — ®(h). On postulera que h(0) = 0. On aura
[h(w)] < [ ]|oc ]

Pour w > 0, observons

2 o 2 2
o [The a1 e < ||h’||oo\f
. ™

La fonction w +— e est solution de I’équation différentielle sans second membre. On cherche une
solution bornée de la forme

w? /2

L’équation différentielle se traduit par
g'(w) =™/ (h(w) - &(h)) .

La fonction
e (@0h) ~ ) dt  siw>0
olw) = JE e P2 (h(t) — @(h))dt siw<0.

— 00

est solution (les hypotheses d’intégrabilité sur h garantissent que g est bien définie), donc fj, est solution
de I’équation différentielle énoncée dans le lemme.
Par ailleurs, pour w > 0

fu(w) = g(w)e""* < |11 [l (ﬁ% ’ 1) |

on vérifie que le rapport i((z]’; est décroissant sur [0, 00), il est toujours inférieur & /7. On en déduit la

bornitude de fy, :

[fnlloo < 2017 loo -

Les autres solutions de ’équation différentielle sont de la forme fj, + ce’/2. Elles ne sont pas bornées.
Nous pouvons maintenant borner les dérivées d’ordre 1 et 2 de fy,.
On vérifie d’abord

h(w) — ®(h) = /w B (t)®(t)dt — /OO B (t)®(t)dt.

— 00 w

En substituant dans la définition de f;, on obtient :
Fa(w) = —v/Zme* (1 — B(w)) / W ()@ (1)t
— V2me 2D (w) / B ()(1 — ®(t))dt

w
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fr(w) = wfn(w) +h(w) — @(h)
= (1 - v2ZreV (1 — @(w)))/ B (8)®(1)dt

—00

— (1 + V27" 2 (w)) /OO h(1)(1 — @(t))dt

d’ou

) < e sup (1= VEre® 20— ()| [ @(o)s
weR

o0

11+ V27re” 20 (w)| /00(1 - (I)(t)))

w

Pour terminer la majoration de || f/ ||oo, il suffit de majorer le supremum en w.
Pour établir existence et la bornitude de la dérivée seconde, on différencie a droite f} (w) = w f(w)+
h(w) — ®(h) pour obtenir

h(w) = fa(w) +wfy(w) + k' (w)
= (1 +w?) fu(w) + ww(h(w) = ®(h)) + ' (w).

On réutilise les calculs esquissés précédemment pour majorer || f7/|co- O

Le fait que si h est 1-Lipschitz, fj soit deux fois dérivable et de dérivée seconde bornée est parti-
culierement pratique lorsqu’il faut majorer IEAf,(WW). La fagcon dont on peut tirer avantage de cette
régularité dépend de ce qu’on sait sur la structure de W. Le théoreme suivant qui peut étre vu comme
une combinaison des théoremes de Berry-Esseen et de Lindeberg-Feller, montre ce qui peut etre obtenu
lorsque W est une somme de variables aléatoires indépendantes pas nécessairement identique distri-
buées, centrées et suffisamment intégrables.

D.3 UNE BORNE DE TYPE BERRY-ESSEEN POUR UN TLC DE TYPE LINDEBERG-FELLER

Le théoréme suivant peut etre lu comme un résultat intermédiaire entre le théoréme de Berry-Esseen

(il donne une distance a la loi normale) et le théoréme central limite de Lindeberg-Feller (il traite
de sommes de variables aléatoires indépendantes mais pas nécessairement identiquement distribuées).
Les conditions utilisées ici sont plus fortes que celles décrites dans les deux théoremes précédents. Dans
le théoreme de Lindeberg-Feller, la condition d’intégrabilité uniforme est minimale. Dans 1’énoncé du
théoréeme de Berry-Esseen, on se contente de postuler que les sommants ont un moment d’ordre 3. Ici
on suppose un peu plus : les sommants ont un kurtosis bornée. Rappelons que le kurtosis d’une loi est
défini par

E[(X —EX)Y
(E[(X -EX)?)*

Le kurtosis des lois gaussiennes est toujours égal a 3. Pour les lois Gamma, le kurtosis ne dépend que
du parameétre de forme p (il vaut 3 + 6/p).

THEOREME D.7 Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires indépendantes centrées, de kurtosis
magjoré par k. On définit 0% =1 var (X;) et W =31 | X;/o.

var(X;)?

da (L(W),N(0,1)) < \/z % ZE|Xi|3 + ”Z W
i=1 i=1 i=1var i

PREUVE.(Preuve du théoréme @) Dans la preuve h est une fonction 1-Lipschitzienne, f la solution
bornée Af = h — ®(h). Pour majorer EL(W) — ®(h), on va majorer [E[f; (W) — W f(W)]|.
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Dans la suite, pour i € 1,...,n, W; = Ej# X,/o.
Observons d’abord que comme W; et X; sont indépendantes et centrées

E[X;f(W;)]=0.

E[Wf(W)] =E iZXif(W)]
- E %Z(Xif(W) - Xif(Wi))l
_E %ZXi(f(W) - f(Wi))] :

On utilisera par la suite

BWAW)] = |~ 3" Xi(f (1) = 10V = (W - Wi>f'<W>>]

(1 - %ZXi(W - Wz)) f’(W)] ‘ :

i=1

1

Pour majorer (1), Uinégalité des accroissements finis suffit

O <B| LY Xl - o) - o - wi>f’<w>|]
< S 2Bl
< |7 o = L

Pour majorer (11), on utilise Cauchy-Schwarz et I’hypotheése de kurtosis.

g2 B
<[ f B (12){2)]

. 1/2
ST (ZvarX2>

) 1/2
< ||f/Hoo§ ("EZVaT(Xz‘)2>

var(X;) 2\ /2

=17 (“Z<z " var(X >>>
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REMARQUE D.8 En utilisant le fait que pour X centrée, de kurtosis k
EIX:|* < (BX:|")Y* < & (BIX[*)*?,

le membre droit du majorant peut se majorer lui méme en

n 3/2 n o\ 1/2
3/4) ¢1 var(X; 1/2) ¢! var(X;
i (5 () ) s (3 () )

i=1 1=1

Si les X; sont identiquement distribuées, alors le majorant du théoréeme s’écrit

2 1 3/4 1/2)
ﬂ\/ﬁ(H + K .

REMARQUE D.9
D.4 REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES

La possibilité de métriser la convergence en distribution (et la convergence en probabilité) est traitée
avec beaucoup de rigueur et de clarté dans R. M. DUDLEY. Real analysis and probability. T. 74.
Cambridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge : Cambridge University Press, 2002, p. x+555.
MR : MR1932358(2003h:60001).

La méthode de Stein pour établir des versions précises et générales du théoreme central limite est
décrite dans N. Ross. « Fundamentals of Stein’s method ». In : ArXiv e-prints (sept. 2011).

Un traitement plus approfondi et tres lisible est fourni par L. H. Y. CHEN, L. GOLDSTEIN et Q.-M.
SHAO. Normal approximation by Stein’s method. Probability and its Applications (New York).
Springer, Heidelberg, 2011, p. xii+405. 1SBN : 978-3-642-15006-7. MR, : 2732624.

La présentation adoptée ici est tirée des premiéres pages de [2].

La démonstration complete du Lemme @ se trouve dans [{].
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OUTILS D’ANALYSE

E.l THEOREMES D’INVERSION

THEOREME E.1 (THEOREME D’INVERSION LOCALE) Soit E un espace euclidien, U C E ouvert,
f U — E continument différentiable, et yo € U. Si la différentielle de f en yo (Df(yo)) est
inversible, d’inverse (Df(yo))™! alors il existe un voisinage ouvert V.C U de yo sur lequel f est

bijective vers un voisinage ouvert W de xo = f(yo) W = f(V) et tel que Uinverse g de f soit
différentiable en o, de différentielle (D f(yo))*.

Méme si les conditions du théoreme d’inversion locale sont vérifiées en tout point de U, cela ne
garantit pas que la fonction f est un bijective de U dans f(U) , ni que son inverse est C'. Il faut
renforcer les hypothéses pour obtenir le théoreme d’inversion globale.

THEOREME E.2 (THEOREME D’INVERSION GLOBALE) Soit E un espace euclidien, U C E ouvert,
f : U — E continument différentiable (de classe C') et injective. Si la différentielle de f est
inversible en tout point de U, alors f(U) est ouvert dans E, et f admet une inverse continument

différentiable sur f(U) (f est un difféomorphisme de U dans f(U))
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